Соозе 


Тем, что эта книга дошла до Вас, мы обязаны в первую очередь библиотекарям, которые долгие годы бережно хранили еб. 
Сотрудники @оозе оцифровали её в рамках проекта, цель которого — сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 


Эта книга находится в общественном достоянии. В общих чертах, юридически, книга передаётся в общественное достояние, 
когда истекает срок действия имущественных авторских прав на неё, а также если правообладатель сам передал её в 
общественное достояние или не заявил на неб авторских прав. Такие книги — это ключ к прошлому, к сокровищам нашей истории 
и культуры, и кзнаниям, которые зачастую нигде больше не найдёшь. 


В этой цифровой копии мы оставили без изменений все рукописные пометки, которые были в оригинальном издании. Пускай они 
будут напоминанием о всех тех руках, через которые прошла эта книга — автора, издателя, библиотекаря и предыдущих 
читателей — чтобы наконец попасть в Ваши. 


Правила пользования 

Мы гордимся нашим сотрудничеством с библиотеками, в рамках которого мы оцифровываем книги в общественном достоянии и 
делаем их доступными для всех. Эти книги принадлежат всему человечеству, а мы — лишь их хранители. Тем не менее, оцифровка 
книг и поддержка этого проекта стоят немало, и поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять этот ресурс, мы предприняли 
некоторые меры, чтобы предотвратить коммерческое использование этих книг. Одна из них - это технические ограничения на 
автоматические запросы. 


Мы также просим Вас: 


® (Не использовать файлы в коммерческих целях. Мы разработали программу Поиска по книгам Сооз[е для всех 
пользователей, поэтому, пожалуйста, используйте эти файлы только в личных, некоммерческих целях. 

® (Не отправлять автоматические запросы. Не отправляйте в систему Сооз[е автоматические запросы любого рода. Если 
Вам требуется доступ к большим объёмам текстов для исследований в области машинного перевода, оптического 
распознавания текста, или в других похожих целях, свяжитесь с нами. Для этих целей мы настоятельно рекомендуем 
использовать исключительно материалы в общественном достоянии. 

® (Не удалять логотипы и другие атрибуты Соозе из файлов. Изображения в каждом файле помечены логотипами Сооз[е 
для того, чтобы рассказать читателям о нашем проекте и помочь им найти дополнительные материалы. Не удаляйте их. 

® Соблюдать законы Вашей и других стран. В конечном итоге, именно Вы несёте полную ответственность за Ваши 
действия — поэтому, пожалуйста, убедитесь, что Вы не нарушаете соответствующие законы Вашей или других стран. 
Имейте в виду, что даже если книга более не находится под защитой авторских прав в США, то это ещб совсем не значит, 
что её можно распространять в других странах. К сожалению, законодательство в сфере интеллектуальной 
собственности очень разнообразно, и не существует универсального способа определить, как разрешено использовать 
книгу в конкретной стране. Не рассчитывайте на то, что если книга появилась в поиске по книгам Сооз[е, то её можно 
использовать где и как угодно. Наказание за нарушение авторских прав может оказаться очень серьёзным. 


О программе 
Наша миссия — организовать информацию во всём мире и сделать её доступной и полезной для всех. Поиск по книгам @Сооз]е 
помогает пользователям найти книги со всего света, а авторам и издателям — новых читателей. Чтобы произвести поиск по этой 


книге в полнотекстовом режиме, откройте страницу ВЕфр: //Боок$. Е 
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АРИОМЕТИКА. 


ТЛАВА 1. 


Предварительныя понятя. — Десятичная система 
счисления. 


А. Предварительныя понятия. 


1. Поняте о величинф (стапдеиг) есть поняте первоначальное, 
основное, которое, подобно понятмямъ о пространств$, времени, 
и т. п., не можеть быть приведено къ понятю боле простому. 
Все, что способно увеличиваться или уменьшаться, даетъ предста- 
влене о величин. Разсматривая, напримръ, т$ло, способное быть 
болфе или менфе длиннымъ, боле или менфе тяжелымъ, способное 
двигаться боле или менЪе быстро, и т. п., составляемъ поняте о 
величинахъ: длинть, въсъ, скорости, и т. п. Съ понятемъ о величин 
соединяется представлете о количеств величины, при чемъ количе- 
ство способно измфняться. 

2. Хотя математика и есть наука о величинахъ, но не всЪ 
величины изучаются ею. Математика не изучаетъ, напримЪръ, 
величинъ: красоты, пользы, и т. п., хотя и красота, и польза суть 
величины. | 

Математика занимается величинами, которыя дають идею о 
равенствъ, Длины лин, углы, площади фигуръ, сила тока, ско- 
рость движеня, и т. п., суть величины, могупя служить предме- 
томъ математики. 
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3$. Количество величины измюрено, если оно ясно опредЪлено 
при помощи сравненя его съ другимъ количествомъ той же вели- 
чины, вполн$ намъ извфстнымъ. Если говоримъ, что длина равна 
тремъ метрамъ, то даемъ количество длины и выражаемъ его при 
помощи метра. 

Количество величины, служащее для измФрешя друтихъ коли- 
чествъ той же величины, называется единицею. Въ предыдущемъ 
примЪфр$ метръ есть единица. | 

4. Результатъь измфрен1я количества выражается числомъ. 
Когда, напримЪръ, говоримъ: разстояше въ три метра, вЪсъ въ 
пятнадцать килограммовъ, сосудъ въ три четверти литра и т. п.., 
то слова: три, пятнадцать, три четверти выражаютъ числа. 

Поняте о числ$ имфетъ естественное начало въ разсматри- 
вани н®сколькихъ различныхъ предметовъ, которые могутъ быть 
сосчитаны. И стадо въ пятнадцать овецъ, и в$съ въ пятнадцать 
килограммовъ суть количества, содержащая пятнадцать разъ свою 
единицу, но въ первомъ количеств$ идея болфе проста, ибо раз- 
дЪлен!е единицъ матерьяльно, между тЪмъ какъ во второмъ это 
раздфлен1е чисто воображаемое. Дроби и несоизм$римыя числа, 
разсматриваемыя геометрами также какъ числа, выражаютъ боле 
сложное соотношен1е между количествомъ и единицею, его изм®- 
ряющею. 

5. Число называется отвлеченнымз, если оно выражено безъ 
указаня природы единицъ, представляемыхъ числомъ. Въ противо- 
положномъ случа число называется конкретнымз (именованнымЪ). 
ЗамЪтимъ, что конкретное число не есть число; это количество. 
Когда говоримъ — семь метровъ, число есть семь, а слово метръ 
дополняеть поняте, но не измФняетъ его. 

_ 6. Предметъ ариеметики состоитъ въ выполнении дЪйствЙ 
надъ числами. Для облегченя и сокращеня этихъ дЪйствЙ арие- 
метика изучаетъ нфкоторыя основныя свойства чиселъ. При этомъ 
изучен!и, для большаго удобства, будемъ иногда означать числа 
буквами, такъ что буквы: А, В, С, а, $, с,... будуть означать 
числа. 


Б. Десятичная система счислен!я. 
$ Г. Опредёлеше цфлыхъ чиеелъ. 


*. Цфлыя числа суть числа, выражаюпия единицу или соеди- 
неше нфсколькихъ единицъ. Изучете цфлыхъ чиселъ составляетъ 
главный предметъ ариеметики, ибо всегда, въ конц концовъ, при- 
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ходится производить дфйствя надъ числами цфлыми. Хотя способъ 
писать и произносить цфлыя числа долженъ быть извфстенъ ли- 
цамъ, приступающимъ къ теоретическому изученю ариеметики, но 
принятая система счисленя столь важна для выполненмя вычи- 
слен!й, что необходимо тщательно указать ея основанля. | 


` 


$ ПШ. Устное счиелен!е. . 


8. Первыя числа получили свои назван!я независимо одно оТЪ 
другого. Назван!я эти суть: ‘одинз, два, три, четыре, пять, шесть, 
семь, восемь, девять и десять. Число десять, называемое основанземь 
системы, служитъ для образован1я новыхъ единицъ, употреблеше 
которыхъ значительно упрощаетъ устное и письменное выражен!е 
большихъ чиселъ. 

Эти единицы суть: 
единица перваго порядка или число одинз, 
единица второго порядка или десять простыхъ единицъ, 
единица третьяго порядка или сто простыхъ единицъ, 
единица четвертаго порядка или тысяча простыхъ едивицъ, 
единица пятаго порядка или десять тысячъ простыхъ единицъ, 
единица шестого порядка — или сто тысячъ простыхъ единицъ, 
единица седьмого порядка или миллонъ простыхъ единицъ, 

и т. д. 

Каждая изъ этихъ единицъ равна десяти единицамъ преды- 
дущаго порядка, ста единипамъ предъпредыдущаго; и т. д. 

Примпрь. Милшмонъ равенъ десяти сотвямъ тысячъ, ста 
десяткамъ тысячъ, тысячЪ тысячамъ, десяти тысячамъ сотенъ и 
ста тысячамъ десятковъ. 

Числа десятковъ, меньшия десяти десятковъ, имфютъ особыя 
назватя. Назван!я эти суть: дваднать, тридцать, сорокз, пятьде- 
сять, шестьдесят, семьдесятз, восемьдесятз, девяносто. 

Число, заключенное между десятью и ста, произносится такъ: 
выговариваютъ сперва наибольшее число десятковъ, заключенныхъ 
въ числЪ, а потомъ— число, меньшее десяти, дополняющее данное 
число. 

Говорятъ: тридцать семь. 

Число, заключенное между ста и тысячью, произносится такъ: 
выговариваютъ наибольшее число сотенъ, заключенныхъ въ числ, 
а потомъ — число, меньшее ста, дополняющее данное число. 

Говорятъ: триста сорок вемь. 

Такимъ образомъ произносятся всЪ числа, меньш!я тысячи. 

Для произнесен1я числа, заключеннаго между. тысячью и мил- 
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люномъ, произносятъ число тысячъ, заключенныхъ въ числЪ, & 
потомъ— число, меньшее тысячи, дополняющее данное число. 

Говорять: приста сорокз дв тысячи восемьсот пятьдесятз семь. 

Для произнесеня чиселъ, заключенныхъ между миллономъ и 
тысячью милл1оновъ, или биллюномз, выговариваютъ сперва число 
миллюновъ, заключенныхъ въ числф, а потомъ — число, меньшее 
милона, дополняющее данное число. 

Говорятъ: придцать пять милллоновз восемьсотз тридцать дв 
тысячи триста сорокъз два. 

Можно такимъ образомъ продолжать неопредЪленно. 

Достаточно знать, что тысяча билл1оновъ составляеть трал 
монъ, тысяча › триляюновъ — квадрилзлонт, И Т. п. 


& Ш. Оенован1я письменнаго счисленя. 


— 


9. Девять первыхъ чиселъ изображаются особаго рода знаками, 
называемыми цифрами. Эти девять внаковъ, къ которымъ присоеди- 
няется десятый— нуль, достаточны для изображеня всЪхъ чиселъ. 
Чтобы достигнуть этой цфли, присвоиваютъ каждой цифрЪ, кромЪ 
ея абсолютнаго значен!я, относительное значене, зависящее отъ 
того мета, которое она занимаетъь въ написанномъ числЪ: цифра, 
стоящая на п-мъ мюстт слива, представляетз единицы п-ю порядка. 

Примтрз. Въ числЪ 4738 цифра 8 выражаетъь простыя еди- 
ницы, 3—десятки, ГТ—сотни, 4— тысячи. 

10. Замфчане. — Цифра можеть быть разсматриваема, какъ 
представляющая единицы не только порядка, соотвфтетвующаго. 
ея м$сту, но и единицы въ десять, сто, тысячу... разъ меньппя, 
если только ихъ будетъ насчитано соотвЪтственно въ десять, сто, 
тысячу, ... разъ больше. Такъ цифра 3, сопровождаемая пятью 
другими цифрами, выражаетъ одинаково и 3 сотни тысячъ, и 30 де- 
сятковъ тысячъ, и 300 тысячъ, и 3000 сотенъ, и 30000 десятковъ, 
и 300000 единицъ.. 

Предыдущее соглашене даетъ два правила, на которыхъ. 
основывается письменное счислен!е. 


$ 1У. Правило, по которому читается написанное чиело. . 


11. Если число имфетъ не болфе четырехъ цифръ, то произ- 
носятъ послфдовательно эти четыре цифры, указывая назван!я 
единицъ, изображаемыхъ цифрами. 

Примюрзь. Число 3454 произносять: три тысячи четыреста. 
пятьдесятъ четыре. | 


= 
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Если число заключаеть боле четырехъ цифръ, то разбиваютъ 
его на грани отъ правой руки къ лЪвой, по три цифры въ как- 
дой грани, при чемъ въ послфдней могутъ быть одна, дв или три 
цифры. Первая грань представляетъ простыя единицы, вторая — 
тысячи, третья — милл1юоны, четвертая — билл1оны и т. д. Каждая 
_ трань произносится отдЪльно, при чемъ прибавляется назван!е еди- 

ницъ, представляемыхъ гранями. | 

Примтрз. Число 34211893514 читается: 34 билл1она, 211 мил- 
лоновъ, 893 тысячи, 514 единицъ. 


$ У. Правило для изображен1я произнесеннаго числа. 


12. Такъ какъ всякое число произносится по гранямъ, то для 
изображен!я числа пишутъ эти грани одну подл другой слЪва на- 
право, начавъ съ грани, изображающей единицы высшаго порядка, 
и кончивъ гранью, изображающею прастыя единицы. Замфтимъ, 
что каждая грань заключаетъ три цифры, изображающя единицы 
трехъ порядковъ; напримЪфръ, грань тысячъ заключаетъ цифры, 
представляюпия тысячи, десятки тысячъ и сотни тысячъ. Если 
одна изъ этихъ единицъ отсутствуетъ, напримфръ, отсутетвуютъ 
десятки тысячъ, то на м$5стф десятковъ тысячъ пишуть нуль. 
Если отсутствуютъ всЪ единицы, принадлежапия грани, т.-е. отсут- 
ствуетъ вся грань, то на м$стБ этой грани пишутъ три нуля. 

Примърз. Семьсотъ сорокъ три миллюна девяносто девять 
единипъ напишутся: 743000099. Пишемъ три нуля на мЪст$ отсут- 
ствующей грани, представляющей тысячи, и 099 вмфето 99 на 
мЪстВ грани единицъ. 

13. Изложенныя основан1я принятой системы показываютъ, 
что система эта существеннымъ образомъ состоитъ въ разложении 
числа на н$сколько отдфльныхъ частей, которыя очень просто 
производятся изъ главной единицы. При помощи подобнаго разло- 
жен!я очень легко составляется представлене о томъ, сколь велико 
разсматриваемое число. Но это значеше системы есть значене 
второстепенное. Приступивъ къ изучен!ю ариеметики, убфдимся въ 
большемъ значени системы. Увидимъ, что въ большинствЪ арие- 
метическихъ вопросовъ приходится дЪйствовать отдфльно надъ 
каждою изъ частей числа вмЪето того, чтобы непосредственно ДЪИ- 
ствовать надъ самимъ числомъ. 


ыы и. маи чАмА^ 


ГЛАВА ИП. 


Сложен1е и вычитан1е цзлыхъ чиселъ. 


А. Сложенге. 
$ Г. ОпредЪ ления. 


14. Понят1е, выражаемое словомъ сумиа, есть поняте перво- 
начальное. Сложене есть дЪйстве, при помощи коего ищется сумма 
двухъ или большаго числа чиселъ. 

Сумма означается звакомъ: +. | 

Примтрз. 7Т-- 3 означаетъ сумму Ти 3, равную 10; а-- 0 
означаетъ сумму а и 0, которая принимается равною а. 

Для того, чтобы сложить два числа, безполезно знать при- 
роду единицъ, изображаемыхъ числами: достаточно помнить, что 
единицы эти однф и т же. Такимъ образомъ, говоря, что семь и. 
три составляютз десять, выражаемъ сразу, что и семь метровз и 
три метра составляютз десять метровз, и семь домов и три дома 
составляютз десять 00м0овз, и семь сотенз и три сотни составляют 
десять сотенз. 


„ 


$ П. Сложен1е чиеелъ однозначныхъ. 


15. Для выполнен1я сложен!я нужно умфть складывать числа 
объ одной цифрЪ, или, какъ ихъ иногда называютъ, числа одно- 
значныя. Для этой цфли не существуеть никакихъ правилъ, и 
должно помнить наизусть результаты этихъ простыхъ вычисленв!й. 
Считая по пальцамъ, легко получимъ эти результаты. 


’ 
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$ Ш. Начало, на которомъ основывается теоря сложеня. 


16. Сложене двухъ какихъ ни есть чиселъ приводится къ 


_ сложеню чиселъ, меньшихъ десяти, на основайи слфдующаго 


начала. 

Для тою, чтобы сложить два числа, достаточно разложить 
их5 на нюеколько частей, сложить эти части однъ сз друшми в 
какомо ни есть порядкь и полученныя суммы сложить. 

Очевидно, что полученный результатъ будетъ содержать всЪ 
части обоихъ чиселъ, а‘ потому будетъ ихъ суммою. 


$ 1У. Сложене двухъ чиеелъ. 


17. Пусть требуется сложить два числа: 7847 и 3952: 
| 7847 
3952 
11799 


Разложивъ каждое изъ этихь чиселъ на четыре части: еди- 
ницы, десятки, сотни и тысячи, можемъ, на основани предыду- 
щаго начала, сложить отдфльно единицы одного и Того же порядка 
и полученные результаты соединить въ одно число. 

Говоримъ: Ти 2 составляютъ 9; цифра единицъ искомой 
суммы есть 9, ибо слЗдующя дФйствя дадутъ единицы высшихъ 
порядковъ, а потому не измфнятъ цифры простыхъ единипъ. 
Пишемъ 9, какъ пифру единицъ. 

`4 десятка и 5 десятковъ составляютъ 9 десятковъ. Разсуждая 
подобно предыдущему, заключаемъ, что цифра десятковъ искомой 
суммы есть 9. Пишемъ 9, какъ цифру десятковъ. — 

8 сотенъ и 9 сотенъ даютъ 17 сотенъ, т.-е. одну тысячу и 
7 сотенъ; можно написать цифру 7, какъ цифру сотенъ, и удер- 
жать тысячу для присоединен1я ея къ сл5дующей цифрЪ. 

`7 тысячъ и 3 тысячи составляютъ десять тысячъ; присоединяя 
сюда удержанную тысячу, получимъ одиннадцать тысячъ, т.-е. 
одинъ десятокъ тысячъ и тысячу; цифры, соотвфтствуюцщйя этимъ 
двумъ пПорядкамъ единицъ, суть, и таи другая, 1, и искомая 
сумма равна 11799. 

Подобное разсуждене можетъ быть сдфлано въ каждомъ 
случаЪз. 


8 ГЛАВА Ш. 


: Если число цифръ въ данныхъ числахъ не одно и то же, то 
къ меньшему числу достаточно приписать слфва столько нулей, 
сколько недостаетъ цифръ до числа цифръ въ большемъ числф. 


$ У. Сложен!е нёеколькихъ чиеелъ. 


А 


1 


18. Для того, чтобы сложить н%еколько чиселъ, поступаютъ 
аналогичнымъ образомъ по сл5дующему правилу: = 


Пишуть числа одно подз друимз такз, чтобы единицы одноло` 
и тою же порядка помпщались въ одномз и томь же вертикальном 
столбиь. Составляютз сумму цифръ перваю столбиа справа, которая 
есть сумма единицз. Если эта сумма не превышает» девяти, то ее 
ииутз, как цифру единиць искомой суммы. Если она болте девяти, 
то пишуть ея единицы на мюстъ единиц и удерживаютз десятки 
для присоединеная ихъ ко второму столбиу. Продолжая поступать 
подобнымь образомъ относительно каждазо столбца, приходят» на- 
хонеиз къ посльднему столбиу. Сумма цифр этою столбца, сложен- 
ная с5 предыдущею о. пишется вв томь видъ, в5 каком. 
она получилась. 


Это правило не нуждается въ ана, Для его при- 
‘ложеня нужно умЪть складывать несколько однозначныхъ чиселе. 
Сложене это совершается посл$довательно и должно быть выпол- 
нено въ ум%. 


$ УГ. Повёрка сложеня. 


19. Пов$рка дЪйств1я есть второе дйстве, повфряющее пер- 
вое. Чтобы повфрить сложен!е, можно снова начать сложен!е въ 
другомъ порядкЪ, напримЪръ складывая снизу вверхъ, если сперва 
складывали сверху внизъ. Если получается результатъ, уже полу- 
ченный, то большое основане— думать, что Первоначальный резуль- 
татъ вфренъ. 


ра 


Б. Вычитанге. 


3 Г. Опредълешя. 


20. Разностью чисель А и В называется третье число“ С, 
которое, въ сумм съ числомъ В, дастъ число А. Если числа 
А и В равны, то разность С равна нулю. Если число А мене 
числа В, то разность не существуетъ. 
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Вычиташе есть дЕйстне, при помощи котораго находится раз- 
ность. Вычесть число В изъ числа А значить найти разность чи- 
сель А и В. Для нахождевя разностей двухъ чиселъ безполезно 
знать природу единицъ, изображенныхъ числами; достаточно по- 
мнить, что единица эта одна и та же. 

Разность указывается знакомъ: —. . 

Примтрз. 12 —4 означаетъ число 8, ибо 8—4 = 12. 

Результать вычиташя называется иногда остаткомз, большее 
изъ данныхъ чиселъ называется уменыиаемымь, меньшее — вычи- 
ттаемымз. Видимъ, что вычитан!е есть ДЪйстве, обратное сложен!ю. 
Въ сложеши даны слагаемыя, и ищемъ ихъ сумму; въ вычита- 
ни же даны сумма (уменьшаемое) и одно изъ слагаемыхъ (вычи- 
таемое), и находится другое слагаемое (разность). ‘ 

Для нахожденя разности двухъ чиселъ нужно помнить на- 
изусть разности чиселъ объ одной цифр и разности между чи- 
сломъ объ одной цифр$ и числомъ больтимъ, но превышающимъ 
его менЪе, ч5мъ на десять. Результаты эти въ сущности тожде- 
ственны съ тЪми, которые нужно знать наизусть при выполнени 
сложения. 


$ П. Начала, на которыхъ оеновываетея теоря вычитаня. 


21. Разсужден!е, приводящее къ правилу вычитан!я, основы- 
вается на сл5Бдующихъ началахъ: 

1°. Если два числа разложены на одно и то же число частей 
тако, что части меньшеало числа не превышають5 соотвътственныхь 
частей большало, то разность этихь чисель равна суммъ разностей 
соотвътствующихь частей. 

- Примьрз. Разность между суммами: 811 и И равна 
суммЪ разностей: 8—5 и 11— 7. 

2°. Разность двужъ чисель не измтняется отз увеличеная дан- 
ныхо чисель на одно и то же число. : 

Начала эти непосредственно вытекаютъ изъ опредфленя вы- 
читаниЯ.. 


$ ПТ. Вычитане двухъ чиеелъ. 


22. Если вс цифры меньшаго числа не превышаютъ соотвЪт- 
ствующихъ цифръ большаго числа, то вычитан!е совершается при 
помощи перваго начала. Пусть, напримЪръ, требуется вычесть 
421103 изъ 783914. Пишемъ эти числа одно подъ другимъ такъ, 


10 ГЛАВА 1. 


чтобы цифры, выражающая единицы одного и того же порядка, 
помфщались въ одномъ вертикальномъ столбцЪ: 


183214 
421103 ‹ 


362111 и 


Вычитаемъ посл$довательно каждую цифру вычитаемаго изъ 
находящейся надъ нею цифры уменьшаемаго. Результаты этихъ 
вычитан!й суть цифры искомой разности. И вЪ самомъ дёлЪ, по- 
ступая подобнымъ образомъ, вычитаемъ каждую часть меньшаго 
числа изъ соотвфтствующей части большаго и соединяемъ резуль- 
таты этихъ вычитанИй. | 

Если предыдущее услове не выполнено, то дйстне уже ме- 
не просто. Пусть нужно вычесть 27513 изъ 31274. Пишемъ эти 
числа одно подъ другимъ: | 


31274* 
: 21513 


3761 
и говоримъ: 


3, вычтенныя изъ 4, даютъ 1. | у 

1 десятокъ, вычтенный изъ 7 десятковъ, даетъ 6 десятковъ. 

5 сотенъ изъ 2 сотенъ не могуть вычитаться; прибавляемъ 
10 сотенъ къ уменьшаемому и говоримъ: 

5 сотенъ изъ 12 сотенъ составляютъ 7 сотент. 


Прибавивъ 10 сотенъ къ уменьшаемому, изм®нили разность; 
для того, чтобы разность осталась безъ изм$неюмя, прибавляемъ, 
согласно второму началу, также 10 сотенъ или 1 тысячу къ вы- 
читаемому. Продолжаемъ дЪйстве, считая уже въ вычитаемомъ. 
цифру тысячъ равною 8, и говоримъ: 8 тысячъ изъ 1 тысячи не 
могутъ вычитаться; прибавимъ 10 тысячъ къ уменьшаемому и 
скажемъ;: 8 тысячъ изъ 11 тысячъ составляютъ 3 тысячи. Уве- 
личивъ уменьшаемое, должны увеличить и вычитаемое для того, 
чтобы разность не изм$нилась. Продолжаемъ вычитан!е, считая 
въ вычитаемомъ цифру десятковъ тысячъ равною 3 и говоримъ: 
3 безъ 3 даетъ въ остаткЪ 0. Искомая разность есть 3761. . 

Замючанше. Предыдущее разсужден1е предполагаетъ, что оба 
числа имфютъ одно и то же число цифръ. Если этого не будетъ, 
то недостающия цифры въ вычитаемомъ замфняются нулями, по- 
мфщенными налфво, при чемъ можемъ, если. хотимъ, и не писать 
этихъ нулей. 
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$ ТУ. Повфрка вычитаня. 


#8. Для пов$рки вычитан1я достаточно сложить остатокъ съ 
вычитаемымъ. Результать этого сложеня долженъ быть равенъ 
уменьшаемому. Подобно тому, какъ сложен!е служить повЪфркою 
вычитан!я, вычитан1е можетъ служить пов$ркою сложеня. Вычи- 
тая, въ самомъ дЪлЪ, изъ полученной суммы одно изъ слагаемыхъ, 
должны получить въ остаткЪ второе слагаемое. | 


$ У. Теоремы. 


24. ТЕОРЕМА. Для тою, чтобы прибавить къ числу разность 
двужь чисел, достаточно прибавить кз этому числу уменьшаемое и 
вычесть вычитаемое. | __ 

Пусть требуется прибавить къ’ н$которому числу разность 
а— 6. Можно сперва прибавить @ и изъ результата вычесть 6. 
И въ самомъ дфл$, прибавивь а, прибавимъ 6 единицами бол%е 
того, что слфдовало прибавить; чтобы поправить ошибку, должны 
изъ полученнаго результата вычесть © единицъ. 


Примтрз. 6 (10 —3)=6 10—33 = 13. 


25. ТЕОРЕМА. Для то, чтобы вычесть изъ числа разность 
двухё чиселзь, достаточно прибавить къ этому числу вычитаемое и 
изъ результата вычесть уменьшаемое. 

Пусть требуется вычесть изъ числа А разность а— 65. При- 
бавивъ къ числамъ А и а— 6 число 6, не измфнимъ разности 
между ними, которая будетъ равна: 4-6 — а. 


” ммм 


ГЛАВА ПЕ 


Умножен!е пфлыхъ чиеелъ. 


$ Г. Опредвлешя. 


26. Произведенемъ числа 4 на число В называется сумма 
слагаемыхъ, равныхъ А, число коихъ равно В. Умножить число А 
на число В значить найти произведен!е числа А на число ВБ. 
Слагаемое А называется множимымъ, число слагаемыхъ — множите- 
лемъ. Умножене означается знакомъ: Х или знакомъ: . 


Примтрз. 5 ЖТ или 5.1 читается: 5, умноженное на 7. 


Принимаютъ, что произведен!я а на 0 иана 1 соотвфтетвенно 
равны 0 и а, такъ что а. 0=0, а. 1=—а. 

Произведеше иногда называется, по отношен!ю къ множимому, 
кратнымъ множимаго. 


$ ИП. Таблица умноженля. 


21. ОпредЪлен!е умножен1я показываетъ, что д5йстве это не 
представляетъ новаго дЪйств1я, что оно есть частный случай сло- 
жен1я и можетъ быть выполнено по тфмъ правиламъ, которыя 
были даны для выполнен!я сложения. 
| Выполнеше этого дЪйствя, вслфдетве равенства слагаемыхъ, 
можеть быть упрощено. Для этой цфли нужно знать наизусть про- 
изведен1я, получаемыя отъ умножен!я однозначныхъ чиселъ. 

Произведеня эти помфщены въ слфдующей таблицЪ на пере- 
сБчени вертикальнаго и горизонтальнаго столбцовъ, въ загоховкЪ 
которыхъ стоятъ перемножаемыя числа. Каждое число, помфщенное 
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въ вертикальномъ столбцф, получается оть сложен!я предыдущаго_ 
числа съ числомъ, помфщеннымъ въ заголовкЁ столбца. 


$ ПИ. Начала, на которыхъ оеновываетея уиножен!е. 


Метода умножен!я цфлыхъ чиселъ основывается на н®кото- 
рыхъ теоремахъ. 

98. ТЕОРЕМА 1. Для тою, чтобы умножить сумму ньскол- 
кихь чисель на число, достаточно умножить каждое слааемое на 
это число и результаты сложить. 

И въ самомъ дфлЪ, умножая каждое слагаемое на какое-ни- 
будь число а, т.-е. складывая каждое слагаемое а разъ, сложимъ 
а разъ и самую сумму, т.-е. умножимъ ее на а. 


Примтрз. 5.1=(3-—2).1=3.7-2.17=21- 14 = 35. 


29. ТЕОРЕМА 9. Для то10, чтобы умножить число на сумму 
нъсколькихжв чиселзь, достаточно умножить это число на каждое сла- 
заемое послъдовательно и результаты сложить. 

Если сложимъ какое-нибудь число, само съ самимъ, а разъ, 
далфе сложимъ это же число, само съ самимъ, 6 разъ, и получен- 


„“ 


14 | ГЛАВА П!. 


‘ныя суммы сложимъ, то ясно, что сложимъ его (а-|- 5) разъ, или 
умножимъ на (а--Ь). 


< 


Примпрз. 9.8=9.(5--3)=9.5-9.3=.45-- 97 =172. 


30. Если произведене двухъ чисель аи 6 умножается на 
третье число с, полученный результатъ умножается на четвертое 
число {и т. д., то найденное произведене называется произведе- 
вемъ сомножителей: а, 6, с, а, и т. д., и означается такъ: 


ажьжехаХ ..., или же а.6б.с.а... 


Примпрз. Произведене: 


2Ж3з3Ж4жЖЬхб6 


показываетъ: 2 умножается на 3, полученное число 6—-на 4, далФе 
24—на 5 и, наконецъ, 120—на 6, что даетъ 720. 

Если произведене н%сколькихъ сомножителей заключено въ 
скобки, то оно разсматриваетея, какъ одинъ сомножитель. Такъ, 
въ произведен!и: 


а.6.(с.а).е, 


произведен!е с. 4 нужно считать третьимъ сомножителемъ. Если 
скобки стоятъ въ началЪ, то онф могутъ быть отброшены. И въ 
самомъ ДЪлЪ, когда пишемъ: 


(а.6.©.4.е, 


то подразум$ваемъ: а умножается на 6, потомъ—на с, полученное 
произзеден1е—на 4, а потомъ—на е. Но то же самое означаетъ и 
произведеше: 


а.р.с.а.е. 


31. Евадратомь или второю степенью числа называется произ- 
веден1е двухъ сомножителей, равныхъ этому числу. Кубомь или 
эпретьею степенью Числа называется произведене трехъ сомножи- 
телей, равныхъ этому числу. И вообще, и-овою степенью какого- 
нибудь числа называется произведен1е т сомножителей, равныхъ 
этому числу, при чемъ число п, представляющее число равныхъ 
сомножителей, называется показателемь степени, каждый изъ со- 
множителей —основанлемь степени. 

Примтърз. Въ десятичной системЪ счислен1я единицы различ- 
ныхъ порядковтъ: 10, 100, 1000,... суть степени основав1я системы, 


аля == = 
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т.-е. суть степени десяти, при чемъ показатели этихъ степеней со- 
отвЪтственно суть: 1, 9, 3, ... | | 

Для опред$лен!1я степени употребляютъ особое знакоположеше: 
пишутъ основан!е, а надъ нимъ, нфсколько правЪе, показателя. — 

Примтръ. 103 означаетъ третью степень 10 или 1000; 3 есть 
показатель и 10 основан!е. | 

32. ТЕОРЕМА 3. Произведене какою ни есть числа сомножи- 
пелей не зависить отз порядка, вз котором совершены перемноженя 
этихь сомножителей. 

Для доказательства этой важной теоремы докажемъ ее по 
частямъ. | 

15. Произведене треть сомножителей не измюняется оть пере- 
становки двуть послъдниль. 

Пусть дано произведене: 


Требуется доказать, что оно равно произведен!ю: 


а.е.[6. 


для доказательства нацишемъ такую таблицу: 


” 


а-а-—-... а 
аа-... а 
а+а+... {а 


Въ этой таблиц$ число слагаемыхъ въ каждой строчк$. равно 6, 
а число строчекъ равно с. Найдемъ сумму всЪхъ чиселъ, помфщен- 
ныхъ въ этой таблиц. Изъ понямя объ умножени сл$дуетъ, что. 
сумма чиселъ каждой горизонтальной строчки равна: а.6б. Такъ 
какъ число строчекъ с, то сумма всфхъ чиселъ равна: 


а... с. 


Составимъ теперь эту сумму иначе: сумма чиселъ въ каж- 
домъ вертикальномъ столбц$ равна: а. с, число столбцовъ равно 6, 
а потому сумма всЪхъ чиселъ есть: а.с.6. | 

Итакъ, 


аб сане 0. 


что и требовалось ‘доказать. 
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. 90. Произведене двухь сомножителей не изминяется отз иту 
перестановки. 
Й въ самомъ дфлЪ, доказано, что 


© 


а... се=а с.В 


Сдфлавъ здВсь а = 1,. получимъ: 


ч. и т. д. Велдетве этого свойства множимое и множитель назы- 
ваются иногда сомножителями. | 

3°. Произведене какою ни есть числа сомножителей не измп- 
няется отъ перестановки двухъ послъднихь. 

Пусть дано произведен:е: у 


а.б.с.4.е. 


Требуется доказать, что оно равно: 


` 


а.в.с.е. 4. 


И въ самомъ дЪлЪ, оба произведеная могутъ быть написаны 
такъ: | | 
(а.6.с).4а.е 
(а.6.6).е. 4. 


Назвавъ произведене а«.6В.с буквою Р, получимъ произве- 
ден1я изъ трехъ сомножителей: 


Р.а.е Р.е. 4; 


эти же произведен!я, по доказанному, равны. 

4°. Произведене какозо ни есть числа сомножителей не измп- 
няется отз перестановки двухь первыхз. 

Дано, напримръ, произведение: 


а.б.с.а4а.е. 
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Хотимъ доказать, что оно равно произведеню: 
|1) $ а ® (Я ® [и ® @ ° 


И въ самомъ дФлЪ, оба произведен!я могутъ написаться такъ: 
(а.5).с.4.е, (6.а).с.4.е. 


Но доказали, что а.6 =6б.а, а потому, означивъ эти равныя 
произведен1я буквою Р, получимъ, для обоихъ разсматриваемыхъ 
произведенйй, - 

Раза. е. Р.с.4.е, 


т.-е. получимъ одно и то же число. 


5°. Произведенле какою ни есть числа сомножителей не измъ- 
няется отб перестановки сомножителей смежныхть. 
Пусть дано произведен!е: 


` 


а.б.с.4.е.{. 


Переставимъ двухъ какихъ-нибудь смежныхъ сомножителей, 
напримръ с и 4, и докажемъ, что данное произведене равно про- 
изведен!ю: 


а.6.4.с.е. {[. 
Оба произведеня могутъ написаться соотв$тетвеннс такъ: 


(@а.6.с.4а).е.р (а.6.а.с).е.[. 


Но доказали, что 


< 


а.6.с.а=а.6.4.с, `* 


а потому, означивъ эти равныя произведен!я буквою Р, напишемъ 
разсматриваемыя произведен!1я такъ: 


Р.е. Г, Р.е. р 


т.-е. получимъ одно и то же число. 


_6°. Произведен какозо ни есть числа сомножителей не измп- 
няется 0ттпз какой ни есть перестановки этихъь сомножителей. 

Такъ какъ два смежныхъ сомножителя могутъ переставляться, 
то можемъ разм5стить сомножителей въ желаемомъ порядк$з. 

Доказанная теорема влечетъ за собою в$которыя сл$детвя. 


АРНОМЕТИКБА. 2 
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33. СльдствтЕ 1. Для тою, чтобы умножить число на произ- 
ведензе нюсколькихь сомножителей, достаточно умножить это число 
послъдовательно на каждазю изъ сомножителей. 

Пусть число Р должно быть умножено на произведене а. 6. с. 
Разсматривая произведен!е: 


Р.(а.6.с), 


какъ произведеше двухъ сомножителей Р иа.бБ.с, можемъ на- 
писать: 


Р(а.Ъ.6)=(а.5.6).Р=а.Ъ.с.Р-=Р.а.6.6, . 


что и требовалось доказать. 
Примтрз. 2.30=2.(2.3.5)=9.23.3.5 = 60. 


31. СлвдствтЕ 9. Для тою, чтобы умножить произведене ка- 
кою ни есть числа сомножителей на число, достаточно умножить 
однозо ‘изъ сомножителей на это число. 

Пусть требуется умножить произведен!е а.б.с на число Р. 

Можемъ писать: 


(а.6.в).Р=а:6Ь.с.Р=а.Р.6.с=(а.Р).Б.с, 


Т.-е. сомножитель а умножился на Р и остался на томъ же м%стф. 
Или такъ: 


(а.Ъ.6).Р=а.Ъ.с.Р-=Ь.Р.а.с—=(Ъ.Р).а.с=а.(.Р).6, 


т.е. сомножитель 6 умножился на Р, оставаясь на своемъ м$стФ. 
Или такъ: 


(@.6.с).Р=а.6.с.Р=е.Р.а.6 = (с.Р).а.6 =а.Ь.(с.Р), 
т.-е. сомножитель с умножился на Р, оставаясь на томъ же м5стф. 


Примпрз. 30.2 = (2.3.5).2=(2.9)3.5=2.(3.2). 5 = 
—9.3.(5.2)=4.3.5=2.6.5=29.3.10 = 60. 


35. СльдствтЕ 3. Для тозо, чтобы умножить произведене на 
произведенме, достаточно составить произведене изъ всьхь всомножи- 
телей данныхь произведенй. 


а о оо О а `` се авый 
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Пусть требуется перемножить два произведеня: а.6.си4.е. }{. 
ИмЪемъ: 


(а.Ъ.с).(а.е.Р =(а.Ъ.6).4.е.Г=а.Ъ.с.4.е. Г. 
Примпрь. 30.91=(9.3.5).(3.7)=9.3.5.3.7==630. 


36. СльдствтЕ 4. Въ какомь ни есть произведении каве ни есть 
сомножители мозутз быть замънены ихз произведенлем. 
Пусть дано произведение: 


а.б.с.4.е. Г. 


Разсмотримъ, наприм$ръ, сомножителей: В, 4, Г. 
ИмЪемъ: 


а.в.с.а.е.[=в.а.р.а.с.е=(.а.р).а.с.е. 


Видимъ, что сомножители: 6, 4, Г замБнились ихъ произведе- 
немъ (5.4.Г), при чемъ произведене это можетъ быть помфщено 
на любомъ мЪст$. | 


Примпрь. 30.91=2.3.5.3.7=(2.5).(3.7).3=10.21.3=630. 


37. СлъдствтЕе 5. Произведеще степеней одною и тотю же числа 
есть степень тою же числа, показатель которой равенз суммъ пока- 
зателей дапныхь степеней. 

Пусть даны двЪ степени: а” и а? одного и того же числа а. 

Им%емъ: | 


а". ар —(а.а.а...а)(а.а...а)=а.а.а...а.а.а.а. 


Первыя скобки заключаютъ въ себЪ т сомножителей, рав- 
ныхъ а, вторыя—р сомнежителей, равныхъ а; сл$довательно, по- 
лученное произведен!е есть произведене (т--р) сомножителей, 
равныхъ а, т.-е. представляетъ степень: а”1Р. 


Прим ВВ О. 


38. СлвдствтЕ 6. Для тозо, чтобы умножить два числа, окан- 
чиваюийяся нулями, достаточно откинуть эти нули, выполнить за- 
эиъъмз умножете и кз полученному произведеню приписать справа 
столько нулей, сколько ить было вз обоих сомножителях5. 


о* 
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Пусть данныя числа суть числа: а и В, сопровождаемыя: 
первое — т нулями, второе — р нулями. Числа эти могутъ быть 
представлены такъ: а.10” и 6. 102. 

‚ ИмЪемъ: 


(а. 10”). (5. 102) =а.10".6.102=а.Ъ. 10”. 102 = 
` =(а.Б). (10”. 102) = (а.В). 10". 


Зампчаме. Произведеше а.10” представляетъ число а, сопро- 
вождаемое тж нулями. И въ самомъ дЪлЬ, а. 10” —= 10". а, т.-е. 
равно единиц тж-{- 1-аго порядка, повторенной а разъ, т.-е. равно а 
единицамъ т-—-1-аго порядка, или равно числу а, сопровождаемому 
т нулями. | 

_ Церейдемъ теперь къ методф умножен1я цфлыхъ чиселъ. Для 
удобства будемъ дфлать разсужден1я на частныхъ примфрахъ, при 
чемъ разсужденя будутъ обшая и приведутъ къ общему правилу. 


$ ТУ. Умножене какого ни есть числа на чиело однозначное. 


39. Нужно умножить 7283 на 5. Для этой цфли достаточно (28) 
умножить на 5 каждую изъ частей числа. Таблица умножен!я даетъ: 


5 разъ 3 единицы  составляють 15 единицъ, 
5 разъ 8 десятковъ составляютъ 40 десятковъ, 
5 разъ 2 сотни составляютъ 10 сотенъ, 

5 разъ 7 тысячъ составляютъ 35 тысячъ. 


На практик эти отдфльныя произведен!я складываются по 
м$рЪ того, какъ они получаются. Въ предыдущемъ примЪрЪ го- 
воримъ: 

7283 
5 
36415 


5 разъ 3 единицы составляютъ 15 единицъ; пишемъ 5 единицъ 
и удерживаемъ 1 десятокъ. 5 разъ 8 десятковъ составляютъ 40 де- 
сятковъ, да еще одинъ удержанный десятокъ, итого 41 десятокъ; 
пишемъ 1 десятокъ и удерживаемъ 4 сотни. 5 разъ 9 сотни соста- 
вляютъ 10 сотенъ, да еще 4 сотни удержанныя, итого 14 сотенъ; 
пишемъ 4 сотни и 1 тысячу удерживаемъ. 5 разъ 7 тысячъ соста- 
вляютъ 35 тысячъ, 1 тысяча удержана, итого 36 тысячъ;, пишемъ. 
число 36 нал$во отъ трехъ полученныхъ цифръ. Искомое произ- 
веден!е есть 36415. — 


ра 
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8 ТУ. Уминожене какого ни есть числа на число объ одной 
цифр, еонровождаемой нулями. 


40. Требуется умножить 7283 на 500. 
ИмЪемъ (33, 38): 


7283 . 500 = 7283 . (5. 100) = (7283 . 5). 100. 


Полученный результатъ позволяеть высказать слфдующее 
правило: | 
ля тол, чтобы умножить какое ни есть число на число объ 
одной цифръ, сопровождаемой нулями, умножаемъь число на эту 
цифру и кз полученному произведеню приписываемъ справа столько 
нулей, сколько ижь было во множитемь. ^ 


< 


$ УГ. Уминожене какихъ ни есть чиселъ. 


41. Пусть число 375 умножается на 286. 
ИмЪемъ (29): 


375.286 —375.(200 -- 80 {- 6) =375.200 + 375.80 375.6. 


Видимъ, что вопросъ приведенъ къ тремъ умноженямъ, ко- 
торыя выполняются по предыдущему правилу. Итакъ: 

Для тозо, чтобы перемножить два числа, умножаемъ множимое 
на каждую изъ цифрь множителя; приписываемь кз каждому произве- 
дензю справа столько нулей, сколько цифрь во множитель сльдуютъ 
за цифрою, на которую умножали множимое, и полученные резулм- 
таты складываемз. 

На практикЪ нули не пишутся, а вм$сто этого каждую 
’ цифру отдфльныхъ произведен!й ставятъ на такое м$ето, которое 
она заняла бы посл приписываюя нулей. 


Примтрз. 375 
286 
2250 
3000 
750 


107250 
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$ УП. Унножене суииы ‘на суину. 


42. Требуется умножить сумму а-- В на сумму с -|- 4, т.-е. 
сложить множимое, само съ самимъ, с--4 разъ. Очевидно, до- 
стигнемъ этой цпфли, если умножимъ множимое сперва на с, по- 
томъ на @, и полученные результаты сложимъ. ИмФемъ (30, 29, 16): 


(а--Ъ).(е--а)=(а--5).с-+(а-+Ъ).а=(а.с-Нь.о--(а.а--ъ.а) = 
—=а.е--6.с--а.а- 6. 4. 


Итакъ: Для тою, чтобы умножить сумму па сумму, достаточно 
каждое изз слиаемыть множимаю умножить на каждое изз сяазае- 
мыл5 множителя и полученные результаты сложить. 


Примпрь. (9+4). (71-—5)=9.744.749.544.5= 
—63 -+ 28 45-1 20 = 156. 


$ УШ. Унмножене разности на чиело. 


43. Пусть требуется умножить разность а —6 на число с.. 
Результатъ будетъ одинаковъ, если умножимъ с на а— 6 (33). 
Для этой цфли достаточно умножить сперва с на’а, потомъ с на 6, 
и полученные результаты вычесть. Имфемъ 


(а—6).с==е(а —5)=в.а—в.6=а.с—В.с. 


Итакъ: Для умноженая разности на число достаточно умножить и 
уменьшаемое и вычитаемое на это число и результаты вычесть. 
Приложенле. Нужно умножить 7997 на 8. 
ИмЪемъ: 


7997.8 = (8000 —3).8 = 8000.8 —3. 8 = 64000 — 24 = 63976. 


$ 1Х. Чиело цифръ нроизведен!я. 


44. ТЕОРЕМА. Число цифрз произведензя двухь чиселз равно или 
суммь числа цифр» множимою и числа чифрь множителя, или этой 
сумм, уменьшенной на одинз. 

Пусть множимое А содержитъ р цифръ, пра чемъ множитель В 
содержитъ 4 цифръ. Ясно, что множитель ВБ менЪе 107 и не менфе 
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10—1. Отсюда сл$дуетъ, что произведене А.В будетъ мене А. 10 
и не менфе 4.107. Но число 4.10 содержитъ р +4 цифръ, 
ибо оно равно числу А, сопровождаемому 4 нулями, при чемъ 
число А содержитъ р цифръ; число А. 10: состоить изъ рт 9—1 
цифръ. Итакъ, произведене А.В мене числа, состоящаго изъ 
р--а цифръ, и не менфе числа, состоящаго изъ р-+ 9—1 цифръ, 
т.е. оно, по большей мр$, иметь р--49 цифръ и, по меньшей 


мёр$, рЬ--9—1 цифръ. 


ГЛАВА ТУ. 


Дфлен1е цфлыхъ чиселъ. 


8 Г. Опредвленя. 


45. Цфлымъ частнымъ двухъ чисель аи Ь называется наиболь- 
шее изъ цфлыхъ чиселъ, которыя въ произведен!и съ числомъ 56, 
въ вид множимаго или множителя, даютъ числа, непревышаю- 
пя а. Назвавъ это частное буквою 4, по опредфленю получимъ: 


в9—=а<ь(а- 1). [1] 


Числа а и 6, по отношен!ю къ числу а, называются соотвЪт- 
ственно дъдимымь и дюлителемз. | 

ДЪйстве, при помощи котораго‘ ищется частное чиселъ а и В, 
называется дъленчемь числа а на число 6. 

Разность «а—649 называется остаткомь. Обозначивъ его бук- 
воЮ 7, ПОоЛучимъ: 


а — 64 =. [2] 
Остатокъ г мене дЖлителя 6, ибо изъ [1] находимъ: 
.—=а— 59 < 6 (а-—1)—64, или г<6. 


‘Особенно интересенъ тотъ случай, когда г=0, т.-е. когда 
существуеть цфлое число 4, дающее въ произведен!и съ числомъ 6 
именно число а, и тогда дфлен!е числа а на число 6 можетъ быть 
опред$лено такъ: дълене числа а на число 6 есть такое дъйстве, 
при помощи коею по даннымз: произведенлю двух сомножителей, рав- 
нолу а, и одному изз нихз, равному 6, ищется друюй сомножитель 4. 


реа Ш а ААУ У Я д 
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46. Вопросы, въ которыхъ количество должно быть разбито 
на н$сколько равныхъ частей и должна быть опредфлена каждая 
часть, приводятЪ, очевидно, къ выполнен!ю дЪфлен!я. Пусть тре- 
буется, напримфръ, 48 метровъ разбить на 6 равныхъ частей и 
узнать каждую часть. Удастся это сдфлать, если найдемъ такое. 
число, которое, будучи умножено на 6, дастъ 48, т.-е. выполнимъ | 
Дфлене 48 на 6. Въ этихъ вопросахъ частное есть множимое, а 
дфлитель — множитель, и дфлен!е называется диленмемз на части. 

4“. Существуеть еще родъ вопросовъ, приводящий къ выпол- 
нен1ю дфлен!1я. Пусть даны два однородныя количества (два зна- 
чензя одной и той же величины), и требуется узнать, сколько разъ 
одно количество В содержится въ другомъ А. Для сей цфли коли- 
чества эти выражаются числами, и отыскивается третье число, 
на которое должно быть умножено одно изъ данныхЪ чиселъ для 
получен1я другого. Въ этихъ вопросахь частное есть‘ множитель, 
а дЪлитель— множимое, и дфлене называется дъленлемз в5 смысль 
содержаная. 


$ П. Теоремы. Чиело цифръ въ частномъ. 


48. Обозначивъ дфлимое, дфлителя, частное и остатокъ со- 
отвфтственно буквами а, 6, Чи г, по опредБленю получимъ: 


а = баг. [2] 


49. ТЕОРЕМА 1. Если четыре числа а, 6, д иг, 1% т< В, 
связаны равенствомз [2], то 4 есть частное отз раздъьлешя а на 6, 
при чем т представляетъь остатокз. _ 

Й въ самомъ дЪлЪ, равенство [2] показываетъ, что а>> 64; 
съ другой стороны, то же. равенство, при помощи услоня: г <Ь, 
даетъ а < м -РЬ, или, что то же, а<5(а- 1). — 

Итакъ, имФемъ 


594 =а< 6 (а- 1), 


т.-е. число 4 удовлетворяетъ услов!ю [1] (45) и есть, слФдовательно, 
частное отъ раздфлен1я а на 6. Равенство же [2] даеть г=а — 64, 
т.-е. г есть остатокъ. 

50. ТЕОРЕМА 9. Если дьлимое а и дълитель Ъ ‘умножимъ на 
одно и то же число &, 10 частное 4 не измънится, остатокъ жет 
умножится на это число. 

По условйю имЪфемъ: а = --т, при чемъ г < 6. Условя эти 
даютъ: а® ==5%.а(- те, при чемъ го < фо. Итакъ, четыре числа: 
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ах, фо, { И То удовлетворяютъ услонямъ теоремы (49), и, слЪдо- 
вательно, 4 есть частное при дфленши ах на б®, при чемъ Го есть 
остатокъ. - 

51. Творвмлд 3. Частное отъ раздълетя ‘числа а на произве- 
дене с равно частному оть раздьленя на однозо изъ сомножителей, 
напр., на с, частнало отъ раздъленця а на друою сомножителя 60. 

Назовемъ частное и остатокъ отъ раздБленя а на 6 соотвЪт- 
ственно буквами 4 и т. Но опред$леню получимъ: 


а =Фа-—-т, гдъЪ т=6—1. (1} 


Назвавъ частное и остатокъ отъ раздфлен1я 4 на с соотвЪт- 
ственно буквами 9, и г,, найдемъ: 


4 = ©4, | т,› ГДВ г, =6—1. (9) 


Докажемъ, что 4, есть частное отъ раздфленя а на %е. 
Равенство (1), при помощи (2), можетъ переписаться такъ: 


а = 6 (е4, -- г,) + т == (66) а, - (6", Е"). | (3} 


Но фи’, Рух 6, ибо м + т=6(е—1 4 (6—1), т.-е. 
би, те — 1 В. 

Итакъ, четыре числа: а, 6, 4,, и (т, --т) удовлетворяють 
условямъ теоремы (49), т.-е. 4, есть частное отъ раздфленя а на 6с, 
Ч. ИТ. Д. | 

Теорема эта легко обобщается на тотъ случай, когда дБлитель 
представляетъ произведете какого ни есть числа сомножителей. 

52. ТЕОРЕМА 4 (0 числ цифръ въ частномъ). Число цифрь 
вз частномз равно или разности между числами цифрь дълимато и 
дълителя или этой разности, увеличенной на одинз. 

Назовемъ числа цифръ дфлимаго а, дфлителя 6 и частнаго 4 
‘соотвётственно буквами: а, 3, 1. По опредфлению получимъ: 


ч=а<5а-1.. (1) 


Такъ какъ число цифръ въ частномъ 4 есть 1, то частное 4 
менфе наименьшаго изъ чиселъ, содержащихъ 1--1 цифръ, т.-е. 


менфе числа 107, и, слфдовательно, это частное не болЪе 107—1, 
т.-е. а-—-1= 107. Велфдетве сего, на основаши (1), получвемъ: 


59а <. 10", 


\ 
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т.-е. число цифръ въ числЪ а не менфе числа цифръ въ числ® 69, 
каковое равно или В--1, или В--у— 1 (44), и не боле числа 


цафръ въ числ 6.10", каковое равно В-Р т, т.-е 


а или =В 1—1, или =В--1, откуда 
| или =а—В-—1, или =а«— 8, ит. Д. 


& ПТ. Метода дфлешя. 


53. Разсматривая частное, какъ множитель, можемъ выцпол- 
нять дфлен!е: 

19. При помощи сложеня. Складываемъ дфлителя съ самимъ 
собою до т5хъ поръ, пока не получимъ числа, равнаго дфлимому 
или большаго его. Пусть дЪфлитель вошелъ въ эту сумму слагае- 
мымЪ д разъ. Въ первомъ случаЪ частное равно 4, во второмъ оно 
равно 9—1. 

29. Посредствомъ вычитан!я. Вычитаемъ дфлителя изъ дЪфли- 
маго до тёхъ поръ, пока не получимъ въ остаткЪ числа, меньшаго 
дЪлителя. Пусть д®литель вычитался д разъ. Частное будетъ равно 4. 

3°. Посредствомъ умноженмя. Умножаемъ дДФлителя послдо- 
вательно на числа: 1, 2, 3 ит. д. до тъхъ поръ, пока не получимъ 
числа, равнаго дфлимому, или числа, большаго дфлимаго. Пусть. 
множитель, при которомъ случилось это, есть 4. Тогда въ первомъ 
случа частное есть 4, во второмъ оно равно а— 1. 

Изложенные способы получен1я частнаго слишкомъ длинны. 
ЦЪль этой главы состоитъ не только въ томъ, чтобы дать сред- 
ства выполнять д$лен!е, но и въ томъ, чтобы дать методу, приво- 
дящую къ удобному и практическому правилу. | 


54. Решимъ сперва слВдующи вопросъ: 

Найти частное, если оно однозначно, т.-е. состоить изз одной 
цифры. 

Простой взглядъ на дфлимое и дфлителя покажетъ, будетъ ли 
частное менЪе 10. Необходимо и достаточно для этого, чтобы дЪ- 
лимое содержало дфлителя менФе 10 разъ, т.-е. чтобы джлимое было 
менфе результата, который получится, если припишемъ къ д$ли- 
телю справа нуль. 

Различимъ три случая: 

19. Дфлитель однозначенъ. 

Такъ какъ и частное, и дфлитель однозначны, то таблица 
умножен1я непосредственно опредЪлитъ частное. 

Примтрз. Число 77, раздфленное на 9, дастъ для частнаго 
число 8, остатокъ равенъ 65. 


28 `ГЛАВА ТУ. 


29. Дфлитель состоитъ изъ одной цифры, сопровождаемой нулями. 


Таблица умножен!я даетъ произведения Этого длителя на одно- 
значныя числа, а такъ какъ частное однозначно, то, слВдовательно, 
непосредственно увидимъ, чему равно наибольшее изъ произведений, 
содержащихся въ дБлимомъ. 

Примтрз. Требуется разд$лить 37857 на 5000; 37857 болФе 
35000 и менЪе 40000, т.-е. боле дБлителя, уйиноженнаго на 7, и 
мене дфлителя, умноженнаго на 8; частное есть, слФдовательно, 7; 
остатокъ равенъ избытку 37857 надъ 35000, т.-е. равенъ 2857. 

Въ предыдущемъ примЪр только тысячи дфлимаго опредЪ- 
лили частное. И въ самомъ дфлЪ, кратныя (26) 5000 суть тысячи 
и не содержатъ единицъ низшихъ порядковъ, а потому наибольшее 
изъ кратныхъ дЪфлителя, содержащихся въ ДЪлимомъ, зависитъ 
только оть числа тысячъ, заключенныхъ въ дёлимомъ. Мы могли бы, 
слдовательно, найти частное, для 37 на 5. И вообще, если дЪ- 
литель состоить изъ одной цифры, сопровождаемой ® нулями, то 
первыя п цифръ дфлимаго, начиная справа, не вмяютъ на частное. 
Найдемъ это частное, если, уничтоживъ нули дЪлителя и первыя 
п цифръ дфлимаго справа, произведемъ д%лене. 

Примтрз. Дано раздфлить 783917 на 90000. Частное равно 
частному отъ дБленя 78 на 9, т.-е. равно: 8. — | 

30. Дфлитель какое ни есть число. | 

Зная, что частное менфе 10, можемъ найти его, умножая дЪ- 
лителя на числа 1, 9, 3, 4 ит. д. и останавливаясь на тфхъ двухъ 
произведен1яхъ, между которыми заключается дфлимое. Пусть, на- 
примЪръ, нужно раздфлить 4796 на 934; имФемъ: 


1Х 934 = 9934, 
ЭХ 934 = 1868, 
ЗХ 934 = 9809, 
4Х 934 = 3736, 
БХ 934 = 4610, 
6Х 934 —=5604. 


Такъ какъ дфлимое 4796 заключено между 5 Х 934 и 6бХ 934, 
то частное равно 5. Хотя процедура эта неслишкомъ длинна, ибо 
придется сдБлать, по большей мЪрЪ, 9 небольшихъ умноженй, но 
полезно и ее сократить. Можемъ достигнуть этого сокращеня на 
основан слфдующаго замЪчаня. Первая цифра дЪлителя слФва 
имфетъ самое сильное влян!е на его значене. Зам$нивъ вс друпя 
цифры нулями, получимъ частное, мало отличающееся отъ петин- 
наго и очень легко получаемое. Это первое приближенное значение 
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частнаго можетъ быть боле. истиннаго, но оно не можетъ быть 
мене его. Найдя такимъ образомъ высшую границу для искомаго 
частнаго, испытываемъ ее. Если это испытане покажетъ, что частное 
слишкомъ велико, то, уменьшивъ его на единицу, испытываемъ 
новое частное, и т. д. / 

Примпрз. Требуется разд$лить 4573 на 782; дЪлимъ сперва 4573 
на 700. Частное равно частному отъ дБленя 45 на 7, т.-е. равно 6. 
Искомое частное не можеть превышать 6. Для испытаня этой 
цифры 6 умножаемъ д$блителя на числа 6, 5, 4 ит. д. да тЪхъ 
поръ, пока не получимъ произведения, заключающагося въ дёлимомъ. 

Разсматривая произведеня:. 

789.6 —= 4699, 782. 5 = 3910, 


, 


увидимъ, что дфлимое содержится между ними. Отсюда заключаемъ, 
что дфлимое содержитъ д$флителя 5 разъ, но не содержитъ его 
6 разъ, ‘а потому искомое частное равно 5. 

55. Замфчане. Замфнивъ вс цифры д$лителя, за исключен!мъ 
первой, нулями, получимъ высшую границу для частнаго. Можно, 
. подобнымъ же образомъ, получить низшую границу. Для этой цфли 
увеличиваемъ на единицу первую цифру дфлителя слЪва, а осталь- 
ныя цифры замфняемъ нулями; получаемъ частное, мало отличаю- 
щееся отъ истиннаго. Это приближенное значен!е частнаго можетъ 
быть менфе истиннаго, но оно не можетъ быть болЪе его. 

Возьмемъ предыдуций примЪръ. 

ЗамЪняя дфлителя. 782 чиеломъ 800, получимъ частное, дЪля 45 
на 8. Число 5 представитъ низшую границу для искомаго частнаго. 
Итакъ, искомое частное не можетъ быть менфе 5. Предыдущее за- 
мфчане позволяетъ иногда точно назначить цфлую часть частнаго. 
Пусть, напримфръ, требуется раздфлить 6378 на 875. Высшая гра- 
ница для искомаго частнаго есть частное, получаемое отъ дФлен!я 63. 
на 8, которое равно 7. Низшая же граница есть частное, получае- 
мое отъ дБлен\я 63 на 9, которое равно 7, Итакъ, искомое частноеё, 
не будучи ни болФе, ни мене 7, должно быть равно именно 7. 

56. Перейдемъ теперь къ общему случаю дъленля, при кото- 
ромз частное болте 10. Оно выражается тогда нзсколькими цифрами, 
которыя нужно найти посл$довательно. Покажемъ сперва, какимъ 
образомъ можно найти цифру, выражающую единицы высшихъ 
порядковъ. Этотъ первый вопросъ подразд$ляется на два другихъ: 
1°, найти порядокъ единицъ, выражаемыхъ первою цифрою част- 
наго; 2°, вайти значен!е этой первой цифры. 

Для опредЪлен!я порядка высшихъ единицъ частнаго отдЪлимъ 
въ дЪлимомъ слЪва направо столько цифръ, сколько потребуется для 
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образован1я числа, большаго д®лителя или равнаго ему, но меньшаго 
дфлителя, умноженнаго на десять. Назовемъ число это буквою 4, 
при чемъ дЪлителя означимъ буквою В. Итакъ, число А боле 
числа В или равно ему, но мевЪе числа В.10. Легко показать, 
что первая цифра частнаго и отдфленная часть дЪфлимаго, т.-е. 
число А, выражаютъ единицы одного и того же порядка. Положимъ, 
напримфръ, что число А выражаетъ десятки тысячъ, и докажемъ, 
что первая цифра частнаго выражаетъ также десятки тысячъ, т.-е. 
докажемъ, что частное не менЪе 1000 и менфе 10000. И въ самомъ 
дфлЪ, дЪлимое, содержа А десятковъ тысячъ. содержитъ въ себЪ 
и В десятковъ тысячъ, ибо А, по условию, не менЪе В. Итакъ, 
дфлимое содержитъ въ себЪ, по меньшей мЪрЪ, д$лителя В, умно- 
женнаго на 10000, т.-е. частное, получаемое отъ раздБлевя дЪлн- 
маго на число В, будетъ не менЪе 10000. ДалЪе, число десятковъ 
тысячъ, заключенныхъ въ ДФлимомъ, менфе Б.10, ибо число де- 
сятковъ тысячъ дфлимаго равно 4, а число 4, по условю, менфе 
числа В.10. Итакъ, дфлимое мене В.10 десятковъ тысячъ, т.-е. 
ДЪлимое менЪе числа 


(В.10).10000 =В.(10.10000) = В .100000, 


или дфлимое не содержитъ въ себ$ дфлителя Б сто тысячъ разъ, 
т.-е. искомое частное будетъ менЪе 100000. Разсужден!е, очевидно, 
общее и приводитъ къ слБдующему правилу: 

Если отдълимз вз дълимомз отзь лювой руки къ правой столько 
ицифрз, сколько нужно для образовамя числа, не меньшиело дълителя, 
но меньшоло дълителя, умноженналюо на десять, то порядокъ единиць, 
‚выраженныхь этимь образованнымь числомз, будет» одинаковъ сз по- 
рядкомз единицз, представляемыхь первою цифрою частнаю. 

Примтръ. Пусть нужно раздлить 8593214 на 247. Отдфляемъ въ 
дфлимомъ числ 859, большее дЪлителя 247, но меньшее дЪЗлителя, 
умноженнаго на 10; это отд$ленное число выражаетъ десятки тысячъ, 
а потому первая цифра частнаго выразитъ также десятки тысячъ. 

57. Опред$ливъ порядокъ единицъ, выраженныхъ первою цифд- 
рою частнаго, найдемъ значен1е этой цифры. Вопросъ состоитъ въ 
сл$дующемъ: сколько десятковъ тысячъ заключается въ частномъ 
отъ раздфлен1я дфлимаго на дфлителя В, или, что то же, чему равно 
наибольшее число десятковъ тысячъ, которое, будучи умножено на 
дфлителя В, даетъ число небольшее дфлимаго? Такъ какъ произве- 
Ден!е числа десятковъ тысячъ на дфлителя В даетъ только десятки 
тысячъ и не даетъ единицъ низшихъ порядковъ, То ясно, что цифры 
дЪлимаго, слфдуюпйя за отд$ленною частью А, не оказывают здЪсь 
никакого втяюшя, и то произведеше, о которомъ идетъ р$чь, должно 
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быть, по большей мЪрз, равно „4 десяткамъ тысячъ. Итакъ, пер- 
вая цифра частнаго есть наибольшее число, которое, будучи умно- 
жено на В, даетъ произведене, меньшее или равное 4; она равна, 
слЪдовательно, частному отъ раздленя А на В. Обозначимъ эту 
цифру буквою С. Разсуждене, очевидно, общее и приводитъ къ 
сл$дующему правилу: 

Если отдълимз в5 дълимомз отз лъвой руки къ правой столько 
цифурз, сколько нужно для -образованая числа, не меньшало дълителя, 
но меньшало дълителя, умноженнаю на десять, и раздълимь это 
‚ число, называемое первымъ частнымь дълимымз, на дълителя, то 
получим первую иифру частнало. 

Въ предыдущемъ примфрЪ первая цифра частнаго получится 
отъ раздфлен!я 859 на 247 и равна 3. Искомое частное содержитъ, 
слЗдовательно, 3 десятка тысячъ. 

58. С десятковъ тысячъ, найденныхъ въ частномъ, выражаютъ 
не все частное, а часть частнаго, показывающую, сколько разъ 
дфлитель В содержится въ части дЪлимаго, равной дфлителю Б, 
умноженному на С десятковъ тысячъ. Вычтя это произведее изъ 
дфлимаго, получимъ остатокъ оть вычитан1я, который, будучи раз- 
дЪленъ на Б, опред$литъ совокупность остальныхъ цифръ частнаго. 

Разсуждеше, очевидно, общее и приводить къ слфдующему 
правилу: . 

Умноживз дълителя на число, выражаемое первою цифрою част- 
назо, и вычтя произведенае изъ дълимало, получимь остатокз отъ 
вычитаня, который, будучи раздъленз на дълителя, опредълить 
совокупность остальныхь цифр частнало. 

Замфчане. Для получен!я остатка отьъ вычитаня достаточно 
умножить дфлителя В на полученную цифру частнаго С, полу- 
ченное произведене ВС вычесть иЗЪ отдфленной части дфлимаго 4 
и кь полученной разности приписать справа цифры дЪфлимаго, 
слфдуюция за отд5леннымъ числомъ А. | 

Въ предыдущемъ примфрф умножаемъ д$лителя 247 на 3, 
произведен!е 741 вычитаемъ изъ 859, приписываемъ, справа, къ 
разности 118 цифры 3, 8, 1, 4 и полученное число 1183214 д%- 
лимъ на дфлителя для получешя остальныхъ цпифръ частнаго. 

59. Предыдупя правила позволяютъ выполнить какое ни есть 
дфлен!е, ибо они даютъ средство найти первую цифру частнаго и 
приводятъ нахождене остальныхъ цифръ частнаго къ новому ДФ- 
леню. Прилагая тБ же правила къ этому второму дфленю, най- 
демъ вторую цифру частнаго и приведемъ нахождеше всЪхъ осталь- 
ныхъ къ третьему дфлен!ю; это третье дЪлеше даетъ третью цифру 
частнаго и т. д. 


39. ГЛАВА У. 


: 


Продолжаем»ь поступать подобнымь образомь д0 тъьхь пор5, 


пока не получимь дълимало, меньшего дълителя; это дълимое бу- 
деть остатком дъйствя. 

Ибо это дВлимое, раздФленное на дЪфлителя, не прибавить ни 
одной новой единицы къ частному; это будеть остатокъ. Если по- 
сл$дняя полученная цифра выразитъ не простыя единицы, то при- 
дется приписать справа одинъ или н%еколько нулей, чтобы цифра 
заняла мЪсто, отв$фчающее порядку единицъ, ею изображаемыхъ. 


$ ТУ. Раеположен!е дфйетвя. 


60. Для выполнен1я дфлен!я пишемъ на одной горизонтальной 
лини дфлимое и дфлителя, отдфляемъ ихъ вертикально чертою и 
подчеркиваемъ дфлителя. Сд$лавъ это, отдфляемъ запятою первое 
частное дфлимое и пишемъ, предварительно, какъ первую цифру 
частнаго, результатъ, полученный указаннымъ путемъ (54). Умно- 
жаемъ эту первую цифру на д$лителя и вычитаемъ произведете 
изъ перваго частнаго дфлимаго. Если вычитане это невозможно, 
уменьшаемъ написанную цифру частнаго до тфхъ поръ, пока ея 
произведене на дфлителя будетъ не боле частнаго дфлимаго; дф- 
лаемъ зат$мъ вычитане, не подписывая самого произведеня, а вы- 
читая его цифры по мЪрЪ ихъ получен1я. Къ волученному остатку 
приписываемъ справа первую изъ неупотребленныхъ цифръ дФли- 
маго или, если это необходимо, дв$ первыя цифры, три первыя 
цифры, и т. д., до тъхъ поръ, пока не образуется второе частное 
дЪлимое, большее дЪфлителя, или равное ему. Это частное дфлимое, 
будучи раздфлено на дЪФлителя, дастъ вторую цифру частнарго. 

Продолжаемъ поступать подобнымъ образомъ до тЪхъ поръ, 
пока не получится частное дЪфлимое, меньшее дфлителя и выра- 
жающее простыя единицы. 

Вычислевшя, при раздфлени 8593214 на 247, выполняются 


такъ: 
8593214 | 247 
1183 34790 
1952 
2231 
84 


Отд$ляемъ въ дфлимомъ сл$ва число 859, большее дФлителя, и 
дфлимъ его на 247. Правило (54) дало бы цифру 4, но небольшой 
навыкъ показываетъ, что она велика; пишемъ въ частномъ 3. Умно- 
жаемъ 247 на 3 и вычитаемъ произведене изъ 859; остатокъ ра- 
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венъ 118. Направо приписываемъ первую изъ цифръ, слБдующихъ 
за частнымъ дфлимымъ, и образуемъ второе частное дёлимое 1183, 
которое нужно дфлить на 247; 11, разд$ленное на 2, даетъ 5; испы- 
тываемъ 5; произведене 247 на 5 не вычитаемо изъ 1183; 5, слз- 
довательно, слишкомъ велико, и нужно испытать 4. Вычитая изъ 
1183 произведене 247 на 4, находимъ въ остаткЪ 195; приписы- 
ваемъ направо первую изъ цифръ, сл5дующихь за вторымъ дЪли- 
мымЪъ, образуемъ третье частное дБлимое 1952, которое нужно дф- 
лить на 247; 19, разд5ленное на 2, даетъ въ частномъ 9; испыты:- 
ваемъ цифру 9; небольшая привычка въ вычислен1яхъ покажетъ, 
что она слишкомъ велика; беремъ 8, и она овазывается слишкомъ 
большою; испытываемъ 7. Вычитаемъ изъ 1952 произведене 247 
на 7, остатокъ равенъ 223; направо приписываемъ первую изъ 
цифръ, слфдующихъ за третьимъ дфлимымъ, образуемъ четвертое 
частное д$лпмое 2231, которое нужно раздЪлить на 247. Въ числ 28 
число 2 содержится 11 разъ; испытываемъ цифру 9; она хороша, 
ибо произведене 247 на 9 вычитаемо ИЗЪ 2931 И даетъ въ остатк? 8. 
Направо приписываемъ къ остатку посл5днюю цифру дФфлимаго, 
образуемъ частное дфлимое 84, которое не можетъ длиться на 247 
и есть, слЪдовательно, остатокз дЪИиствя. Предшествующее частное 
делимое 2231 представляетъ десятки, а потому цифра 9, опредз- 
ленная этимъ дфлимымъ, выражаетъ 9 десятковъ; должны помфЪ- 
стить направо отъ нея нуль. | 

Разсмотримъ еще слфдующий прим ръ, въ которомъ частное 
содержитъ н%Ъсколько разъ цифру 0. 

Пусть нужно раздблить 1054854 на 351. - 

1054854 | 351 
1854 3005 
99 


ь 


Отдзляемъ въ дфлимомъ налфво число 1054, большее д$ли- 
теля 351, и дБлимъ его на 351. Частное не превышаетъ частнаго 
отъ дфленя 10 на 3, т.-е. не превышаетъ 3; испытываемъ 3, произ- 
ведене 3 на 351 есть 1053 и, слБдовательно, менЪе 1054. Цифра 3 
хороша, и остатокъ отъ этого перваго частнато дЪленя равенъ 1. 

Направо оть 1 пишемъ цифры 854 д$лимаго; для полученя 
второго частнаго дфлимаго, большаго 351, должны взять все число 
1854; число это предетавляетъ простыя единицы; такъ какъ предъ- 
лдущее частное дфлимое 1054 выражало тысячи, то должны пом$- 
стить въ частномъ два нуля между цифрами, опредъляемыми двумя 
дъленями. 


АРИОМЕТИКА. ь ". 


34 , ГЛАВА 1%. 


Для того, чтобы раздфлить 1854 на 351, дЪлимъ 18 на 3; по- 
лучается въ частномъ 6, которое не можетъ быть менЪфе истин- 
наго; раздфляя засимъ 18 на 4, получаемъ въ частномъ 4, которое 
не можеть быть боле истиннаго; частное есть, сл$довательно, 
или 4, или 5, или 6. Испытывая сперва 6, находимъ, что произве- 
дене 6 на 351 равно 2106 и больше 1854; 6 слишкомъ велико. 
Испытывая 5, найдемъ, въ произведенти 5 на 351, число 1755, 
меньшее 1854; цифра 5 хороша. Искомое частное равно 3005, а 
остатокъ равенъ избытку 1854 надъ 1755, Т.-е. равенъ 99. 


ГЛАВА \. 


Признаки дфлимости. — Повфрки посредетвомъ 9 и 11. 


А. Признаки дБлимости. 
8 Г. Опредвлен1я и обийя теоремы. 


61. Если остатокъ при дфлевши равенъ нулю, то говорятъ, что 
дфлимое дфлится на дфлителя или есть кратное дфлителя. Оно равно 
тогда произведенлю дфлителя на частное. Говоря, напримЪръ, что 
число 42, разд$ленное на 6, даетъ въ частномъ 7, утверждаемъ, 
что 42 равно ушестереннымъ семи. Число, дфлящее другое, назы- 
вается дфлителемъ этого другого числа. Итакъ, сл5дуюцйя выражения: 

42 дЪлится на 6, 

42 есть кратное 6, 

_6 есть д$литель 42 суть выражен1я равнозначупия. 

69. Дадимъ нфеколько общихъ теоремъ дфлимости. 

ТЕОРЕМА 1. Если число дьълить безь остатка каждое изь сла- 
гаемыхль суммы, то оно дълить также и сумму. 

Пусть число А дфлитъ каждое изъ слагаемыхъ: 


` 


суммы ©. Слагаемыя эти суть кратныя числа А, такъ что 
Е 


гд5 р, р., ..., р, суть цфлыя числа. Сумма 5 можетъ предста- 
ВИТЬСЯ Такъ: 


У = Ар, -- Ар. -г ... Ау, 
3* 
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или такъ (29): 


5—=А(р р. |... р), 


Т.-е. число 5 есть кратное числа А, пли, что то же, число $ д5- 
лится на А. 

63. Слвдствте. Бсякое число, дюлящее друюе, дълить и крат- 
ныя этою дуфщюю числа. 

Всякое кратное числа есть сумма слагаемыхъ, равныхъ этому 
числу, а потому число, для каждое изъ этихъ слатаемыхъ, раз- 
дДфлить и сумму ихъ. 

_ 64. ТЕОРЕМА 2. Если число дьлиить сумму двухъ слаемыхть в 
одно изъ слааемыхль, то оно дълмить и друше «слолаемое. 

Пусть число А дЪлитъ сумму 5 двухъ слагаемыхъ: аибБи 
одно изъ слагаемыхъ, напримфръ а. Требуется доказать, что оно 
дълитъ и другое слагаемое 6. 

По условю теоремы числа в и а суть кратныя А, т.-е. 


Вы. 0: а 


гдЪ ри суть цфлыя числа. Число 6, будучи разностью между 
числами © и а, можетъ написаться такъ: 


6—вб—а=А.р—А.9=А(р— а), 


т.-е. число В есть кратное числа А, или, что то же, 6 длится на 4. 

Теорема эта можетъ быть формулирована такъ: 

Число дълить разность двухь ‘чиселъ, если оно дълиить каждое 
изъ этихь чисел. | 

65. ТЕОРЕМА 3. ели остатки отъ дъленя двухь данныхь чи- 
сель на одно и то же третье равны между собою, по разность этихь 
чисель дълится на это третье. Бзаимно, если разность двухь чисель 
делится на третье, то числа эти, при дълензи на это третье, дають 
равные остатки. 

Пусть два числа А и В, при дблевши на третье С, даютъ 
частныя: 4 и 4, И одинъ и тотъ же остатокъ г. 

ИмЪемъ: 


А=С. 49+ »- В=С.49,-—,, 
отсюда 


А—В=(С.а-т) — (Са, = 0—4), 


т.-е. разность 4 — В есть кратное числа С, или, что то же, длится 
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на С. Первая часть теоремы доказана. Перейдемъ ко второй. Раз- 
ность 4 — В есть, по условшю, кратное С, или 
и 


А—В=С.4, 
откуда 
А=В--О. 4. (1) 


Пусть остатокъ, получаемый при дфлени В на С, есть г, 
такъ что. 


В=С.а-". 
Равенство (1) можеть написаться такъ: 


А=О. а +т-+- С. а= С(а-—а)-. | 


Число т менфе числа А, ибо оно менфе числа В, а потому 
посл$днее равенство показываетъ, что, при дфлени А на С, полу- 
чается остатокъ г. | 

Вторая часть теоремы доказана. Эта вторая часть, на осно- 
ван1я равенства (1), можетъ быть формулирована такъ: 

Остатокь отъ раздълевя не измънится, если дълимое увели- 
чится на кратное дълителя. | | 

Два числа А и ВБ, даюцйя, при дфлевши на одинъ и тотъ же 
дфлитель С, равные остатки, называются равноостеточными при 
этомъ дфлителЪ, или сравнимыми по модулю С. Первая часть дока- 
занной теоремы даетъ необходимое услов1е’ равноостаточности, вто- 
`рая— достаточное, и теорема можеть быть выражена такъ: 

Для тою, чтобы два числа были равноостаточны при одномъь и 
томъ же дълитель, необходимо и достаточно, чтобы разность этихъ 
чисель дфълилась на этою дълителя. | ь о 

ЗАМВЧАН!Е. Необходимымь услонемъ существоватя какой- 
нибудь истины называется такое услоне, при невыполнении кото- 
раго истина не имфетъ м%ста. Достаточное услов!е есть такое 
услов1е, при выполнен1и котораго истина имфетъ мЪсто. 

Равноостаточность чисель А и В при одномъ и томъ же 
дфлител$ С, или сравнимость ихъ по модулю С, выражается фор- 
МУулоЮ: . 

А == В (Мод. С), 


называемою сравненемь. Сравнеше это, очевидно, даетъ: 


А -- Са, = В -- Са, (Мод. С). 
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8 И. Признакъ дЁфлимости чиселъ. 


у 


66. Признакомъ дфлимости числа М на назначеннаго дфли- 
теля 4 называется необходимое и достаточное услове, которому 
должны удовлетворять цифры числа М для того, чтобы оно д$ли- 
лось на назначенное число А. | 

_ Для нахожден!я признака разбиваютъ дфлимое на два слагае- 
мыхъЪ, изъ которыхъ первое было бы кратнымъ назначеннаю ДФлИи- 
теля. На основани предыдущей теоремы остатокъ отъ дфленшя 
числа на назначеннаго д$лителя будетъ одинаковъ съ остаткомъ, 
получаемымъ отъ дфленя второго слагаемаго на этого дфлителя. 
Если этотъ остатокъ равенъ нулю, то число дФлится на 4; если 
этотъ остатокъ не равенъ нулю, то число не дЪлится на А. 

Возьмемъ какое-нибудь число № изображенное при помощи ® 
цифръ. Пусть цифры эти суть: | 


Я бе Ч в 
Число это можеть быть представлено такою суммою: 


№М = а, + а, . 10а, . 10*--... а. 10" 1. 


(Примтръ, 34659 -= 25.1046. 10-4 103. 10). 


Возьмемъ какого-нибудь дфлителя „4 и раздфлимъ на него 
степени 10: 


10, 102, 10°, ..., 10-1; 
пусть остатки отъ дБлевй соотв$тственно суть: 


29 зу +.) Пя) 
тогда 
10 = кратное 4 --я,, 
10° = кратное А -»., 


10*-1 = кратное А -- т. 
Число М представляется такъ: 


№ = кратное 4 -- (а -- па, та. =... + гла). 
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Результатъ этотъ показываетъ, что остатки, получаемые отъ 
дфлен!я на А чисель: №Ми ата, та, +... т„-—1а—1, одина-. 
ковы. Если число а-- та, + та, —...--т,—1а,—1 (назовемъ его 
буквою Р) дфлится на А, то и данное число № дфлится на ЛД; 
если же число Р не дфлится на А, то и данное число № не дз- 
лится на Л. | 

Итакъ: Для 7010, чтобы число дълилось на даннало дълителя А, 
необходимо и достаточно, чтобы сумма произведений цифуръ числа на 
остатки, получаемые оть дфъленя на А соотвютетвующихль степеней 
десяти, дълилась на А. - 

Частные случаи. | 

ое — а — о т 


1 


* 


Ра 


Т.-е. число дълится на 2 тода и только тода, кода оно оканчи- 
-вастся четною цифрою. 
А — = 


‚=, т". ==1, ызх.. а 


а Оо ба 


Число Р привелось къ сумм пифръ. Итакъ, число дюмитпся 
на 3 тода ч толко тода, кода сумма ео цифр дълится на 3. 
о мл 


Р=а- 24а. 


Прибавивъ къ числу Р кратное 4, не измфнимъ остатка, а 
потому остатки отъ д®лен1я на 4 чиселъ: (а--2а,) и (а&--3а,-|8а,) 
равны; но послднее число есть а,--10а,, т.-е. число, изображенное 
двумя послфдними цифрами числа. Итакт, число дълится на 4 тода 
и только тода, кода число, изображенное двумя посльдними цифрами _ 
справа, дфълится на 4. 

До дед, Е М о ЬЁ 


Ры=а-а на, ... + а, 


т.-е. число, равное сумм цифръ. Итакъ, число дълится на 9 тоюа 
и только тода. кода сумма цифръь дфьлится на 9. 
ЕО 
или ] 
(смотря по тому, будетъ ли п четное число или нечетное). 


2 3 


2 — | | ! 
Р= а. + 10а, -- а, -- 10. + а. а ..., 
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— 


ИЛИ | | | 
Р=а, -- 11а, —а, Ра, + 11а, —а, Ра, + 11а. —`... 


Если сумма аа. [Ра,--... боле суммы а--а,-Га.-..., 
то можемъ написать: 


Р=кр. 11 - (а, а, а. |...) — (а, аа, ...)]. 


Если же сумма а-а.-Ра,-—... менфе суммы а -Ра.Ра...., 
‚то можемъ написать: 


Р=кр.11 — Ка, а, а, + -:) — (ща, ра, -...)]. 


Итакъ, число дълится на 11 тода и только тода, кода раз- 
` ность между суммою чифръ, стоящихь на четныхь мюстахь, и сум- 
мою цифръ, стоящихь на нечетныхь мюсталь, или наобороть, дълиится 
на 11. 

69. А —=7: 


\ 


Слф5дующе остатки будутъ перодически повторяться. 


Р=а - 3а, - За, -- ба, + 4а, - 5а, 
| -- 4 + За, - 2а, + ба, + 4а» | 5а,, Вы 


Видъ числа Р можетъ быть преобразованъ. И въ самомъ дЪлФ, 
можемъ писать: 


Р=а, + За, -- 2а. |+ 7а, — а, Та, — За. + 7а. — За, + 
а, | 3а, + 2а, Е та —а Та, — За, -Н Та. — а. -..- 
ИЛИ 
Р= кр. 7 -- (&%- За, + 2а. Ра, - За, + За, ...)— 
— (@, | За, —2а, -а, | За, + 2411 -= ...). 
Обозначивъ сумму, помфщенную въ первыхъ скобкахъ, бук- 


вою 1, а сумму, помфщенную во вторыхъ скобкахъ, буквою М, 
ПОЛУЧИМЪ: а 


Р= кр. 7 М — №. 
Если число М не мене М, то можемъ написать: 


Р=кр.7 + (МЫ— №). в *% % а (1) 
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Если же число М не болфе числа №, то число Р можетъ на- 
писаться такъ: | 


Р==кр.71—(М— М). ..... .. (2) 


Равенства (1) и (2) показываютъ: Для тою, чтобы число Р 
дълилось на 7, необходимо и достаточно, чтобы или разность ММ, 
если М не меньъе № или разность №М—М, если М не болье М, дьли- 
лась на 7. | | 

Форма чисель М и № показываетъ, что; для ихъ полученя, 
должны поступить такъ: разбить данное число на грани, отъ 
правой руки къ лфвой, по три цифры въ каждой грани, при чемъ 
въ послфдней грани могутъ быть одна или дв цифры; умно- 
жить цифры каждой грани, начиная справа, соотвЪтственно на 
числа 1, 3, 2; сложить вс$ произведеня, отв$чаюция цифрамъ не- 
четныхъ граней, и сложить вс произведен!я, отв5чаюция цифрамъ 
четныхъ граней. Число М будетъ первая сумма, число №— вторая. 

Примъуръ. Дано число 5860676542. 

ДЪистне располагаемъ такъ: 


5 8 60 р 5 49 
О: О: ОИ 31 31 

16-180 10-199 
5 | 124916 


М = 58, № = 44. Разность М — №, равная 14, дЪлится на 7, 
а потому и самое число дЪфлится на 7. 


Б. Повфрка умножен1я поередетвомъ 9 и 11. 


_ 67. ПовБрки умноженя, называемыя пов$рками посредствомъ 9 
и посредствомъ 11, основаны на слфдующей теорем$. 

Произведене двуть чисель равноостаточно (сравнимо) съ произве- 
дещемь ихъ остатковъ при одномь и томъ же дълитемь (по одному 
и тому же модулю). У: 

Для того, чтобы былъ ясенъ смыслъ теоремы, дадимъ при- 
мЪръ. Пусть нужно раздфлить на 12 произведене 65 Хх 47; 65, 
раздБленное на 12, даетъ въ остаткЪ 5; 47, раздфленное на 12, 
даеть въ остаткЪ 11. Теорема состоитъ въ томъ, что произведения: 
65 Ж4Ти5Ж11 даютъ, при д5левши на 12, одинъ и тотъ же 
остатокъ. 
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И въ самомъ дфлЪ, 65 Х 47 = 3055, 5Х 11 =55; и 3055, 
и 55, будучи раздфлены на 12, даютъ въ остаткВ 7. 

Докажемъ теперь теорему. Пусть данное произведене и | Дфли- 
тель соотвётственно суть: АХ Ви С. 

Назовемъ частныя отъ дёленя Аи В на С буквами ди Ч, 
а остатки буквами г и т,. ИмЖемъ: 


А=С.а-’ В= аи. 


Составивъ произведене лфвыхъ частей этихъ равенствъ, мо- 
жемъ приравнять его произведеню правыхъ, что дастъ: 


А. В=С а.С.а-г'.С.а--С.а.п-г.1 


=’ 


ИЛИ : 
А. В = кратное Си. л,, 
откуда 


х 


4. 6 —г.г, = кратное С. 


Равенство это показываетъ, что разность двухъ чиселъь А. В 
их.х, есть кратное С. 

Отеюда, ва основан!и теоремы (65), заключаемъ, что числа 
А. Виг.г,, при дБлени на С, даютъ равные остатки. что и 
нужно было доказать. Доказанная теорема выражается, слфдова- 
тельно, такою формулою: | 


АВ == тт, (Мод. С). 


68. Повзрка умножен1я посредствомъ 9 состоить въ слЪдую- 
‘щемъ: дфлимъ полученное произведен!е на 9 и замчаемъ остатокъ: 
дЪлимъ и множимое и множителя на 9, перемножаемъ остатки отъ 
этихъ дфленй, дфлимъ произведене на 9 и замВчаемъ остатокъ. 
Если зам ченные остатки не равны между собою, то умножен!е 
выполнено невфрно. Если же остатки эти равны, то еще не имфемъ 
права заключить, что умножене совершено правильно. И въ са- 
момъ ДЪлЪ, если полученное произведене отличается отъ истиннаго 
на кратное 9, то повфрка, на основан!и теоремы (65), непремфнно 
удается, а между тёмъ дёйстве совершено ошибочно. Такъ, на- 
прим$ръ, не обративъ вниман!я на цифру нуль множителя, если 
таковая въ немъ находится, или не подписавъ первую цифру вто- 
рого частнаго произведен!я подъ второю цифрою предыдущаго произ- 
веден1я, ошибемся на кратное 9, а между тЪмъ пов$рка ошибки 
этой не укажеть. 
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69. Совершенно подобнымъ же образомъ совершается и по- 
вЪрка посредствомъ 11. И эта повфрка, въ случаВ ея удачи, не 
убЪфждаеть еще въ томъ, что умножене выполнено правильно. 

Примпуъ. Положимъ, что, умножая 723 на 87, получили въ 
произведени число 62901; числа 723 и 87, при дБлеюми на 9, 
даютъ остатки 3 и 6; ихъ произведенйе даетъ остатокъ, равный 
нулю. Число 62901 даетъ остатокъ, также равный нулю, ибо сумма 
его цифръ, равная 18, дЪлится на 9. Пов$римъ посредствомъ 11. 
793 й 87 дають остатки 8 и 10; ихъ произведене 80 и произве- 
ден!е 62901 даютъ одинъ и тотъ же остатокъ 3. И та, и другая 
повфрки все-таки не убфждаютъ въ вфрности результата. | 

10. Замьчавше 1. Если повфрка умножен1я посредствомъ 9 
удастся, то ошибка, если она существуетъ, есть число, кратное 9. 
Если удастся пов$рка при помощи 11, то ошибка, если она суще- 
ствуетъ, есть число, кратное 11. Для того, чтобы удались обф по- 
вЪрки совмфетно, достаточно, чтобы ошибка была сразу и крат- 
ною 9, и кратною 11. 

1. Замючаюе 2. Предыдущ! заключен1я вовсе не зависятъ 
исключительно оть выбора 9 и 11. Можно было бы разсматривать 
друйе д$лители для того, чтобы заключен!я оставались т$ми же. 
Простота вычисленя остатковъ при дЪлени на 9 и 11 объяс- 
няетъь употреблене этихъ чиселъ для повфрокъ. Хотя дфлители 
2..9: 4, 5, 8, 10, 25 даютъ остатки, очень легко вычисляемые, но 
повфрка, при помощи этихъ чиселъ, весьма мало ручалась бы за 
точность умноженя. И въ самомъ дЪфлЪ, остатки оть дфлен!1я на 
2, 5, ]0, 4, 35 и 8 зависятъ только оть первой, отъ двухъ пер- 
выхъ или отъ трехъ первыхъ цифръ. 

УспВхъ повфрки на 3 показывалъ бы только, что ошибка, 
если она существуетъ, есть кратная 3; очевидно, что, и при оши- 
бочныхтЪ ДЪйствняхъ, весьма вфроятно, что повфрка удастся, ибо 
изъ трехъ послфдовательныхъ чиселъ одно есть кратное 3. При- 
бавимъ, что, въ случаВ удачи повфрки посредствомъ 9, удастся и 
повфрка при помощи 3, ибо если ошибка есть кратная 9, то она, 
подавно, есть краткая 3. | 
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Обще дфлители и общ1я кратныя чиселъ. 


А. Обще дфлители. 
$ Г. Опреджленвля. 


‘2. Общимъ дфлителемъ чиселъ называетея число, дфлящее 
каждое изъ этихъ чиселъ безъ остатка. Наибольший изъ общихъ 
дфлителей называется общимь нанбольшимь дълителемъ. 

_ Числа, обийЙ наибольш!и дфлитель коихъ равенъ 1, назы-` 
ваются, относительно другъ друга, взаимно простыми или взаимно 
первыми. 


$ П. Теоремы, на которыхъ основывается нахождене общаго 
наибольшаго дфлителя. 


73. ТЕОРЕМА 1. Если 0ва числа дълятся одно на друое, то 
меньшее изъ нихъ есть ить обийй наибольший дълитель. 

Пусть число ВБ дЪфлитъ 4. Яено, что В есть обпай д$литель 
чисель Аи ВБ, ибо онъ дфлить А по усломю и дфлить самого 
себя; В есть наибольший дфлитель, ибо число В не можетъ д$- 
литься на число, большее самого себя. 

74. ТЕОРЕМА 2. Если два числа не дълятся одно на друзое, то 
ихь общай наибольиий дфьлитель равень общему наибольшему дълителю 
меныиио ‘изъ чисель и остатка отъ иль раздъленая. 

°—  Положимъ, что, при дЪлени А на В, получились частное 4, 
и остатокъ т,. Им$емъ: 


А=В.а-!.. 
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< 


Равенство это показываетъ: 


г. Всякое число, дБлящее 4 и В, раздфлитъ иг, (64). 
. Всякое число, дёлящее Вик, раздёлить и А (62). 


рим слфдуетъ: 


19. Ве обще дфлители чиселъ (А и В) суть дфлители чи- 
‘селъ (В и г’). 

259. Веф обще и чиселъ (Виг,) суть дЪлители чи- 
селъ (А и В). 


Разсматривая этй два предложен!я совмФетно, заключаемъ, 
что обпце дфлители чиселъ (А и В) и чиселъ (Би ’,) одинаковы, 
а потому обиий наибольпий дфлитель чиселъ первой пары будетъ 
одинаковъ съ общимъ наибольшимъ дЪБлителемъ чиселъ второй. 
А это п есть именно то, что требовалось доказать. 


у 


8$ 11. Нахождене общаго наибольшаго дфлителя двухъ 
чиселъ. 


15. Предыдущая теорема приводить вопросъ о нахождени 
общаго наибольшаго дфлителя чиселъ: А и В къ нахожденю общаго 
наибольшаго дЪлителя соотвфтственно меныпихъ чиселъ: В иг,. Для 
нахожденя общаго наибольшаго дфлителя этихъ чиселъ дфлимъ В 
на 7,. Если дфлене совершится безъ остатка, то, по теоремВ 1, 
заключимъ, что г, есть искомый д$литель чиселъ пары (В и #,), 
`а слФдовательно, по теорем 9, и чиселъ пары (А и В). Если же 
это дфлен!е даетъ частное 4. и остатокъ 7,, то, на основави тео- 
ремы 9, вопроеъ приводится къ нахожден!ю общаго наибольшаго 
дфлителя еще меньшихъ, соотвфтственно, чиселъ: г, И х.. 

Продолжая поступать подобнымъ образомъ, образуемъ рядъ 
чиселъ: 


2, Ра ге жа Тя; ау Тат . м 55 | (а) 


обладающихъь тфмъ свойствомъ, что общ наибольший дфлитель 
какихъ ни есть рядомъ стоящихьъ чиселъ одинъ и тотъ же. 
Замфчая, что числа ряда (а) суть цфлыя убываюцйя числа, ибо 
‚ каждое число этого ряда есть остатокъ при дфлени, въ которомъ 
дфлитель есть предыдущее число, заключаемъ, что, наконецъ, по- 
лучимъ такое число т„.:, Которое будетъ равно нулю, и тогда 7» 
будетъ общимъ наибольшимъ д$лителемъ чиселъ паръ: (“и И Ги), 
(Тао И Гира)... (Г, Пг,), (Вия), (Аи Б). 
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Можемъ установить такое правило: 


Для нахожденя общело наибольшаю дълизпеля двухь цълыль чн- 
сель дълимь большее число ‘на менышее, меньшее на остатокъ отъ ить 
раздъленя и продолжаемь такимъ образомь дълить каждаю дъли- 
теля на соотвутетвующий остатокь д0 тьхь поръ, пока одно изъ 
эптиихь дъленй не выполнится точно. Дълитель этою посльдняю д- 
левя и есть искомый обийй наибольций дълитель. 

16. Обыкновенно послдовательныя дфлен1я располагаютъ на 
одной горизонтальной лини, при чемъ каждое частное пишуть надъ 
дфлителемъ для того, чтобы м$ето подъ дфлителемъ сохранить для 
остатка при слБдующемъ дБлеши. 


Примпуь. 
8 `5 10 
од | р 
тв 8. 180 
180: 18° 0 


18 есть обций наибольший дфлитель. 


41. Зампчаве. Два послФдовательные остатка и данныя числа 
обладаютъ однимъ и тфмъ же общимъ наибольшимъ дЪлителемъ. 
Если, слФдовательно, зам$тимъ общаго наибольшаго дЪлителя двухъ 
посл$довательныхъ остатковъ, то далфе можемъ и не продолжать 
дЪйствя. ПростЪйпий случай будетъ тотъ, когда одинъ изъ остат- 
ковъ будеть первый со своимъ предыдущимъ (72). Очевидно, что 
ВЪ этомъ случаЪ данныя числа будутъ имфть только одного общаго 
ДЪлителя, а именно число одинъ. 

Примтл». Найти общаго наибольшаго дЪлителя чиселъ 756 
и 532. | 
о 9 9 

756; 535 221.93 35 

221 93 35 93 


ПослЪде!Й остатокъ 93 есть число, дфлящееся только на 1 и 
на самого себя и недфлящее 35. Безполезно продолжать дЪйстве. 


$ ТТ. Теоремы, относяшяся къ теор!и общаго наибольшато 
дВлителя. 


8. ТЕОРЕМА 3. Всякое число, дълящее данныя числа безь остатиа, 
дюлизтъ безь остатка ц иль общео наибольшеяо дълителя. 
И въ самомъ дфлЪ, метода нахождения общаго наибольшаго 
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. . 
дфлителя чисель А и Г приводитъ насъ къ сл$дующему ряду ра- 
венствъ: 


- 


РЕ | 

А—=ВБ и, 
а: 

В = 1,4, 3-7, 
Т — 7.03 а "., 


7 | (6) 


Ги — 7—1", 


Пит — Ги. 


при чемъ т, и есть обпий наибольпий дФлитель. 

Равенства эти показываютъ: первое —, что всяюй дЪлитель 
чисель Л и Б есть дБлитель остатка т,; второе —, что веяюмй дЗ- 
литель чиселъь Б и”, есть дфлитель т, и т. д.; и, наконецъ, пред- 
посл днее —, что всяюми дЪфлитель чиселъ т, И т,„_1 есть дфли- 
тель 7». что и требовалось доказать. 

19. ТЕОРЕМА 4. Всякое число, дълящее безь остатка общего наи- 
болушело дьлителя двужъ чиселъ, есть обийй дфьлитель этихъ чисель. 

Равенства (6) показываютъ: посл$днее—, что всяюмй д$литель 
числа т, есть д®флитель числа х„_1; предпослфднее—, что этотъ дЪ- 
литель есть дфлитель числа 7, И Т. Д., второе—, что онъ есть 
дфлитель числа Б и, наконецъ, первое—, что дфлитель этотъ есть 
дЪлитель числа 4. Итакъ, всякое число, дфлящее х„, есть общи 
дЪлитель чисель Аи В. 


мы 


80. ТЕОРЕМА 5. Оть умножения двухъь чисель на одно и то же 
третье иль общий наибольиий дълитель умножается на это трепие. 
И въ самомъ дЪлЪ, знаемъ, что, оть умноженя двухъ чиселъ 
на одно и то же третье, остатокъ отъ ихъ дфлен!я умножается 
на это третье (50). Отсюда сл$дуетъ, что еели нахождене общаго 
наибольшаго дфлителя чисель 4 и В привело къ ряду остатковъ: 


4, Б, и То. Ку ее Ин, Ив 0, 


то нахожден!е общаго наибольшаго дЪлителя чисель: Ли В при- 
ведетъ къ ряду остатковъ: 


букв № 9 Ра "Гу, (). 78 


ГА, КО, №, №г., [7 

Рядъ этотъ, на основан!и теоремъ Ти 9, показываеть, что /г» 

есть общ наибольший д$литель чиселъ: А и ГБ. Итакъ, оть 

умноженя чизелъь Аи ВБ на число К ихъ обще наибольший дЪли- 
тель умножается на это Л. 
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81. ТЕОРЕМА 6. Если два числа обладають общимь дълителемъ Ё, 
710, оть раздълемя этитъь чисель на число К, ижь обийй наибольивй 
дълитель раздъляется на это К. 

Видфли, что, отъ раздЪлеюя двухъ чиселъ на одно и то же 
третье число, остатокъ отъ ихъ дфленя раздЪлится на это чиело. 
Отсюда слбдуетъ, что если нахождене общаго наибольшаго дфли- 
теля чиселъ КА и КВ привело къ ряду остатковъ: 


КА, ЕВ, Е. В, .. 0) ира ЁТи, ©, 


< 


то нахождене общаго наибольшаго а. чиселъь 4 и В при- 
ведетъь къ ряду остатковтъ: 


т 9 (р 9 ое +9 РГя-1 ) Тя ? 0. 


Рядъ этотъ показываетъ, при помощи теоремъ 1 и 2, что 7» 
есть обийй наибольший дфлитель чисель А и Б. Итакъ, отъ раз- 
дЪлен1я чиселъь АА и КВ на ихъ общаго дфлителя К ихъ обпий 
наибольпий дЪлитель Ат, раздЁлится на это К. 

СлвдствтЕе. Оть раздпленая двухь чисель на иль общею нам- 
меньшаю дплителя иль обийй наибольший дълитель раздълится на 
самозо себя и обратится, слъдовательно, вь число одинъ. 


82. ТЕОРЕМА 7. Если число, дъля произведене двухь чисель, есть 
число простое съ однимь изъ нилъ, то оно раздълить друюе число. 

Пусть число Р, дЪля произведене А.Б, есть простое съ А. 
Нужно показать, что оно дфлитъ Б. 

По условшю теоремы и по опредфленю (72) имЪемъ: 


0б. наиб. дл. чиселъ (Р, 4) =1, 
отсюда (80): 


об. наиб. дЪл. чиселъ (РВ, АВ) = В 


Результатъ этотъ показываетъв, что число Р, дЪля РВ и, по 
условю, АВ, должно дфлить (18) В. А это и есть именно то, что 
требовалось доказать. 

Примъръ. Число 6, дБля произведеше 84 —=7.12 и будучи 
проетымъ съ 7, должно ДФлить второго множителя 12.. 


< 
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$ У. Общий наибольшй дфлитель трехъ чиеселъ. 


83. Раземотримъ три числа: А, В, С. Ихъ общий наибольпий 
дфлитель есть наибольшее изъ чиселъ, обладающихъ двойнымъ 
свойствомъ: дфлить А и В и д$лить С. Знаемъ уже, что всЪ 
числа, дфлящ1я 4 и В, дфлять и ихъ общаго наибольшаго дфли- 
теля, который назовемъ буквою Ш. Итакъ, вмЪсто того, чтобы 
искать’ число, имфющее двойное ‚свойство: дёлить Аи Ви ДЕ- 
лить С, можно искать:” 

Наибольшее изъ чиселъ, имфющихъ двойное свойство: д%- 
лить 0 и дълить С, т.-е. можно искать общаго наибольшаго дЪ- 
лителя чиселъь О и С. 

Отсюда вытекаетъ: 


Обиий наибольиий дълитель трехъ чисель равенз общему наиболь- 
шему дълителю общало наибольшело дълителя двуть изъ этить трель 
чисель и третьяло числа. 


Примпрз. Данныя числа суть: 196, 322 и 1029. Обиий наи- 
больший дфлитель двухъ первыхъ есть 14. Обиий наибольший дЪ- 
литель всфхъ трехъ чиселъ равенъ общему наибольшему д$лителю 
чиселъ: 14 и 1029, т.-е. равенъ 7. 


84. ТЕОРЕМА 8. Обийе дълители трехь чисель суть дълители 
ить общаю наибольшало дълителя. 

Пусть числа суть: А, Ви С. Обиие дфлители чиселъ: А и 
В суть дБлители ихъ общаго наибольшаго дфлителя О. Отсюда 
слЪдуетъ, что вс числа, им$юпия двойное свойство: дфлить А и 
В и дБлить С, суть вмфетЪ съ тёмъ и числа, имфюпия двойное 
свойство: И ВЖЬ Я и дБлить С. Но дВлители чиселъь ДО и С СУТЬ 
дЪлители ихъ общаго наибольшаго дфлителя. Итакъ, обпие дЪли- 
тели чиселъ: А, Б и С суть дБлители ихъ общаго наибольшаго 
дфлителя. | 


85. Метода нахождешя общаго наибольшаго дфлителя трехъ 
чиселъ показываетъ, при помощи теоремъ 5 и 6, что 


1°. Отъь умножен!я трехъ чиселъ на четвертое ихъ общий наи- 
больший д$литель умножится на это четвертое. 

2. Отъ раздфлен1я трехъ чиселъ на ихъ общаго дфлителя 
обпий наибольшй д$литель раздфлится на этого общаго дфлителя. 


Это предложене влечетъ за собою сл$детве: 
Отъ раздБлешя трехъ чиселъ на ихъ общаго наибольшаго 
дЪлителя обиий наибольпий дФлитель обратится въ число 1. 


АРИОМЕТИКА. 4 
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$ УГ. Общ наибольш!й дфлитель четырехъ чиселъ. 


86. Пусть даны четыре числа: А, В, Сир. Ихъ общий наи- 
больший дзлитель есть наибольшее изъ чиселъ, обладающихъ двой- 
нымъ свойствомъ: дфлить А, Ви Си дБлить О. Веяюй общий 
дфлитель чиселъ: А, Ви С есть дфлитель ихъ общаго наиболь- 
‚ шаго дфлителя Е. Итакъ, вмЪсто того, чтобы искать: 

Наибольшее изъ чиселъ, обладающихъ двойнымъ свойствомъ: 
двлить А, Ви Си д$лить О), можно искать: 

Наибольшее изъ чиселъ, обладающихъ дзойнымъ свойствомъ: 
дЪлить. Е и дфлить 0), т.-е. искать общаго наибольшаго дзлителя 
чисель Ви 0. 

- Отсюда вытекаетъ, что 

Обийй наибольиий дълитель четырехь чисель равень общему 
наибольшему дълителю общазо наибольшюзо дълителя трехь изъ этихь 
чисель и четвертало. 


‘ Легко показать, что 


Всякое число, дълящее четыре числа, дълитз и ихз общало наи- 
`большалю дълителя. Бзаимно, всякое число, дълящее общало наиболь- 
щазо дълителя четырехь чисель, дълитз и самыя числа. 


\ 
8. Правило нахожден1я общаго наибольшаго дЪлителя трехъ, 
четырехъ и т. д. чиселъ легко распространяется на какое угодно 
число чиселъ. Правило это можетъ быть выражено такъ: 
Обийй паибольиий дълитель п чисель равенз общему наиболь- 
щшему дълителю общаю наибольшило дълителя (п— Т) изё этих 
чисель и п-аю числа. 


$ УП. ПредЪлъ чиела дфленшй, которыя нужно выполнить 
для нахожден!я общаго наибольшаго дЁлителя. 


88. ТЕОРЕМА 9. Ааждый изъ остатковз, получаемыхь при на- 
хождении общазо наибольшазо дълителя, менте половины предпредше- 
ствующаю остатка. 

`Подожимъ, что при нахождени общаго наибольшаго дфлителя 
чиселъ: А и В получается рядъ остатковъ: 


1 ) То, ...у 7'р—2 ) Тр—1 ) Тр ь (а) 


Требуется доказать, что остатокъ г, менфе половины остатка 
"р. Юсли остатокъ 7, менфе половины остатка 7,—›, то оста- 


| . 
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‚ 
токь т, будеть и подавно менфе половины остатка 7,2, ибо 
остатки идутъ, убывая. Если же остатокъ 7,_! боле половины 
остатка 7, ТО Оостатокъ т, содержитъь остатокъ 7,-: только 
одинъ разъ, т.-е. частное отъ дфлен!я 7, на г,_! равно единицф, 
и получимъ: 
72 == "1. 1 7р, 
отсюда 


г Гр — Тр — Тр-1. 


Результатъ этотъ показываетъ, что число г’, менфе половины 
числа ’,_., ибо, для его получен1я, нужно изъ числа т,_›, вычесть 
число, большее его половины. 

Замъчане. Предыдущее доказательство показываетъ, что вто- 
рой остатокъ менфе половины меньшаго изъ данныхъ чиселъ. 


89. ТЕОРЕМА 10. Иредъль числа дъленй, которыя нужно вы- 
полнилть для нахожденля общало наибольшало дълителя двухъ данныхь 
чисель А и В, равень удвоенному числу, выражающему мъсто первало 
1135 членовь ряда: 


образованнаю степенями 2, превышающихь меньшее изъ данныхь чиселз. 
Пусть рядъ остатковъ есть: 


7, оо 9 1, Ги, Гь1, 9 


ь 


превышающихъ В, есть 2”. Легко показать, что число выполнен- 
выхъ дфлевй будетъ не боле 2”. И въ самомъ дЪлЪ, предыдущая 
теорема говорить, что остатокъ т, менфе половины В, г, менЪе 
половины х, и, слдовательно, менфе одной четверти числа В, или 
менфе числа В, раздфленнаго на 2°; остатокъ г, менфе числа В, 
раздФленнаго на 33, и т. д., и, наконецъ, остатокъ т›„ будетъ менЪе 
числа В, раздВленнаго на 2”, т.-е. остатокъ т›„ будетъ мене еди- 
НИЦЫ. | 
Положимъ теперь, что ни одинъ изъ остатковъ: 


7, Го, ...у 721—2, и—1 


и 


не равенъ нулю. Легко показать, что остатокъ т непремнно 
будетъ равенъ нулю. И въ самомъ дЪлЪ, 7.» есть цфлое чиело, меньшее 


4* 
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единицы; единственное же цЪлое число, удовлетворяющее этому 
® . Ра С 

условю, равно нулю. Итакъ, т, = 0, т.-е. число дфленй будетъ’ 

не боле 2. А это и есть именно то, что нужно было доказать. 


Б. Общуя кратныя. 


8 Г. Опред%леня. 


Ф 


90. Общимъ кратнымЪ чиселъ называется число, дБлящееся на 
каждое изъ этихъ чиселъ безъ остатка. Наименьшее изъ общихъ 
кратныхъ называется общимь наименьшимь кратнымв. 


\ 


$ П. Теорема, на которой основываетея нахожден!е общаго 
наименьшато кратнаго двухъ чиеелъ. 


91. ТЕОРЕМА. Если число ПО есть обийй нанбольиий дълитель 
чисель: А и В; если числа: 9 и ©, суть частныя, получаемыя отъ 
раздъленля данныхь чисель Ац В на их общало наибольшало дтъли- 
теля 0, то всякое общее кратное чисель: А и В есть кратное числа 
р.0.0.. 

ВеБ’обпия кратныя чиселъь А и В содержатся въ рядЪ всВхъЪ 
кратныхъ числа А, т.-е. въ рядЪ: 


Пе . р, 


Требуется узнать, какому необходимому и достаточному усло- 
вю долженъ удовлетворять множитель т для того, чтобы число т.А 
было кратнымъ В, т.-е. дВлилось на В. По условю теоремы: 


А=Ь.0. <= В=5.0,, 


а потому, для того, чтобы число тА, или т)О®, длилось на В, 
т.-е. на Р.0,, необходимо и достаточно, чтобы число 7%) длилось 
на @,. Но числа @ и ©, суть числа взаимно-простыя, ибо они 
суть частныя отъ раздфленя чиселъ А и В на ихъ общаго наи- 
большаго джлителя; слФдовательно, дфлимость числа т на число 
(/, требуетъ дфлимости числа т на число ©, (82). Итакъ, для 
того, чтобы число 7".4 было кратнымъ В, необходимо и достаточно, 
чтобы число т было кратнымъ @,, т.-е. имфло видъ 


т —=@.[, 
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гд 1 нёкоторое цлое число. Заключаемъ отсюда, что всё общая 
кратныя чисель А и В имЪють видъ: | 


тА=9,.1.2.9=(0.9.9,).1, 


т.-е. суть кратныя числа Р.©.0,. Это и есть именно то, что мы 
хот$ли доказать. , й | 

92. Замфчане. Общее наименьшее кратное двухъ чиселъ 4 и В 
соотвЪтствуеть значеню [=1, т.-е. оно равно О.@.0,. Прини- 
мая во вниман!е, что произведен!е данныхъ чисель А и В есть 
р.9.0).0,, а частное отъ дфлен!я этого произведен1я на О }авно 
2.9.9,, т.-е. равно общему наименьшему кратному,- можемъ уста- 
новить сл$дуюпия теоремы: 

19. Общее наименьшее кратное двухь чисель равно произведению 
этихь чиселъ, ‘раздъленному на ихь общалю наибольшало дълителя. 

20. Всь обипя кратныя двухь чисель суть кратныя наименъ- 
аиазо кратнаю. 

Примпрь. Найти наименьшее кратное чиселъ 1703 и 995. 

Обиий наибольший дфлитель этихъ чиселъ есть 31, а потому 
наименьшее кратное равно произведен!ю 1702.995, разд$ленному 
на 37, т.-е. равно 49550. 


$ Ш. Общая кратныя трехъ чиеелъ. 


93. Пусть данныя числа суть: А, В, С. Общщя кратныя чиселъ 
А, Б, С обладаютъ двойнымъ свойствомъ: они суть обпйя кратныя 
чисель: А и В и суть кратныя числа С, 

Видфли сейчасъ, что всЪ общя кратныя чиселъ: А и В суть 
кратныя ихъ наименьшаго кратнаго, которое назовемъ буквою М, 
и взаимно. Отсюда слфдуетъ, что вместо того, чтобы искать: 

числа, обладаюпия двойнымъ свойствомъ: быть общими крат- 
ными чисель 4 и В и кратными числа С, 
можно искать: 

числа, обладаюция двойнымъ свойствомъ: быть кратными М 
и кратными С. 

Отсюда вытекаетъ: 

Обийя кратныя двух чисель суть общйя кратныя наименьшазо 
хратнаю 061 ух из5 нихо и третьяю числа. 

94. Заибчане 1. Всь общйя кратныя трехз чисель оная на 
наименьшее кратное этихз чиселз. 

Пусть А, ВБ, С суть заданныя числа. Ихъ общ1я кратныя суть 
кратныя наименьшаго кратнаго М чиселъ: А и В и числа С; сл$- 
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довательно, они суть кратныя наименьшаго кратнаго чиселъ: М и 
С (92). | 

95. Заифчане 2. Безъ всякихъ затруднен!й докажемъ сл$дую- 
щия “теоремы. 

Общее наименьшее кратное п чисоль: 


о 


И рн 


фавно общему наименьшему кратному общало наименьшаию кратназо 
каких-нибудь (п—1) чисель изь этою ряда и остающалося числа. 

Всь обийя кратныя нпсколькихь чисель суть кратныя ихь 
наименьшаю кратнало. | | 


ими иимуАимиииыиии* 


! 


< 
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‚ Теор!я проетыхъ чиеелъ. 


$ Т, Опреджленйя. 


96. ПЪлое число называется первымь или простымз, если оно 
дфлится только на самого себя и на единицу. 

Примпры. 2, 3, 5, 7 суть числа первыя; 9 не есть первое число, 
ибо оно дЪлится на 3. 

Два числа называются взаимно- первыми или взаимно-простыми, 
если ихъ общий наибольшй дфлитель равенъ единиц$. 


97. Замбчане. Всякое простое число есть простое со всоми 

`числами, которыя не суть ею кратныя.. 

Всякое простое число А дфлится только на самого себя и на 
единицу, а потому всЪ числа, не двляпцяся на А, т.-е. некратныя А, 
будуть имЪть съ числомъ А только одного общаго дФлителя, 
именно единицу, т.-е, будутъ простыя съ А. 


$ П. Теоремы относительно простыхъ чиеелъ. 


98. ТЕОРЕМА 1. Всякое итлое число импеть, по крайней мтрт, 
однозо простою дълителя. 

Если данное число А есть число простое, то оно имфетъ про- 
стого дфлителя, именно число А. 

Если число А не есть число простое, то оно имфетъ одного или 
нЪеколько дфлителей, кромЪ единицы. Расположимъ этихъ дфлителей 
въ возрастающемъ порядк®, и пусть они будуть: 
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Легко показать, что число’ а, есть число простое. 

И въ самомъ дВл, если число а, не есть число простое, то 
оно имфеть н%котораго дфлителя 6, который менфе а,. Число А 
будеть также имфть этого дфлителя 6, ибо число А, будучи крат- 
нымъ числа а,, будетъ кратнымъ и числа В, ибо а, есть кратное 6. 
Окажется тогда, что число А имфетъ дфлителя, меньшаго числа а, 
что противор$читъ услов!ю. 


99. ТЕОРЕМА 9. Два числа не взаимно-простыхь имтють, по 
крайней миру, одною общаело простою дълителя. : 


Если числа А`и В невзаимно-простыя, то они имфютъ н$ко- 
тораго общаго дфлителя С, отличнаго отъ единицы. Этотъ дЪлитель С 
имЪетъ, по сейчасъ доказанной теорем, нфкотораго простого дфли- 
теля О, `отличнаго отъ единицы. Числа А и В, будучи кратными 
числа С, будуть кратными и числа Ш, ибо С есть кратное Ш. 
Итакъ, числа А и В имфютъ н%котораго простого дфлителя 0, 
отличнаго отъ единицы. 


100. Теорвмл 3. Рядъ простыхь чисель безпредтленз. 


Предположимъ, что рядъ простыхъ чиселъ конеченъ, и пусть 
число № есть послднее простое число. Составимъ произведене 
всфхъ простыхъ чиселъ отъ 2 до М и прибавимъ къ этому произ- 
веден!ю единицу; образуется число, которое назовемъ буквою 5. 
Итакъ, 


5—=9.3.5.7... М- 1. 


Это. число 5 длится ма нфкоторое простое число Р, отличное 
отъ единицы. Это простое число Р должно заключаться въ ряд: 


Ор аа, 


ибо №, по предположен!ю, есть послЪднее простое число, и, слФлова- 
тельно, должно дфлить произведене 2.3.5... №. Итакъ, Р дФлитъ 
сумму 5 двухъ слагаемыхъ и одно изъ слагаемыхъ 2.3.5... №, 
а потому должно дфлить другое слагаемое, т.-е. единицу, ито не- 
возможно. Отсюда заключаемъ, что число © имфетъ простого дФли- 
теля, большаго №, и предположене, что № есть посл$днее простое 
число, не можетъ`быть допущено. 


$ 1. Образоване таблицы проетыхъ чиеелъ. 


101. Для образовав:я таблицы простыхъ чиселъ выписываемъ 
вс$ нечетныя числа и зачеркиваемъ числа соетавныя. 
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Пишемъ рядъ: 1, 3; 65, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 91, 93, 95, 
21, 29, 31, 33, 35, 31, 39, 41, 43, 45, т 49, 51, 53, 55, 57, 59, 
61, 63, .... 

1°. Веб четнкыя числа длятся на 2; слБдовательно, ни одно 
изъ нихъ, за исключентемъ 9, не есть число простое. Мы и не 
помфщаемъ ихъ въ таблицу, а число 8 напишемъ посл. 

2°. Веб числа, дЪляпцяся на 3, за исключешемъ 3, суть числа 
непростыя; вычеркиваемъ вс числа ряда черезъ два числа, на- 
чиная съ 3 исключительно. 

3°. Ве числа, дБляпяся на 5, за исключешемъ 5, суть числа 
непростыя; вычеркиваемъ вс кратныя 5, а для этого вычерки- 
ваемъ всЪ числа черезъ четыре числа, начиная съ 5 исключительно. 

4°. Вычеркнувъ вс числа черезъ шесть чиселъ, начиная съ 7 
исключительно, вычеркнемъ всЪ кратныя 7, и т. д. | 

Такимъ образомъ построена прилагаемая въ кояцф книги 
таблица. 


102. Заибчане 1. Казалось бы на первый взглядъ, что долженъ 
‘быть извфстенъ рядъ простыхъ чиселъ для того, чтобы могли вы- 
черкивать ихъ кратныя. Но дЪло въ томъ, что само дЪйстве от- 
крываетъ ихъ по мЪрЪ того, какъ въ нихъ встр$чается надобность. 


* 103. Важно знать, какя числа, оставппяся посл вычеркива- 
ня кратныхъ простого числа А, суть числа простыя. Легко показать, 
‚ что всЪ невычеркнутыя числа, меньшшя квадрата простого числа В, 
непосредственно сл$дующаго за числомъ А, суть числа простыя. 
Разсмотримъ какое-нибудь невычеркнутое число С, меньшее Б?, и 
предположимъ, что оно непростое. Если число С не вычеркнулось, 
значить, оно не дфлится ни на одно изъ ПОС чиселъ: 


Но оно должно дфлиться на какое-нибудь простое число, и 
число это, по меньшей мЪрЪ, должно быть равно Б. Пусть это 
число есть Р, такъ что 


ОР. 
Число О есть также дфлитель числа С, а потому есть число, 
неменьшее В. Оказывается, что число С есть произведен!е двухъ 


чиселъ, неменьшихъ В; слфдовательно, оно не менфе Б*, что не- 
возможно, ибо число С взято изъ тЪхъ чиселъ, которыя менфе В. 

104. Заифчане 2. Теперь легко можемъ узнать, будетъ ли за- 
данное число числомъ первымъ. Для этой цфли раздЪлимъ заданное 
число посл$довательно на простыя числа: 3, 3, 5, 1,.,.., квадраты 
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которыхъ менЪфе этого числа. Если ни одно изъ этихъ дФлев!й не 
удастся, то можемъ утверждать, что число есть число простое. 

Если частное при этихъ дфленяхъ сдфлается менЪфе дЪЛителя, 
то это покажетъ, что квадратъ испытуемаго дЪлителя болЪе дЪли- 
маго. И въ самомъ ДЪЛЪ, если дфлимое № менЪе квадрата дЪли- 
теля Р, т.-е. мене Р?, то частное будетъ менфе Р. 

Примпрз. Данное число есть 331. Простыя числа. квадраты 
которыхъ менфе 331, суть 2, 3, 65, Т, 11, 13, 17; данное число не 
дЪлится ни на одно изъ этихъ чиселъ и есть, слфдовательно, число 
простое. 


$ ТУ. Разложене числа на простыхъ сеомножителей. 


105. ТЕоРЕмА 4. Бсякое непростое число равно произведению 
простыть сомножителей. Теорему эту выражаютъ такимъ образомъ:. 
Всякое непростое число разлалается на простыхь сомножителей. Обо- 
значимъ буквою М данное непростое число. Это число имфетъ про- 
стого дЪлителя Р, и, слЪФдовательно, | 


МЕР: 


р 


Если частное © есть число простое, то теорема доказана, ибо № 
представитъ тогда произведеще двухъ простыхъ чиселъ. Если © есть 
число непростое, то оно обладаетъ простымъ дфлителемт Р,, такъ что 


и=Р,.4.. 
# 
Подставляя въ предыдущее равенство это значене ©, найдемъ: 


№=Р.(Р,.0,)=Р.Р.О0. 


А У 

Если @, есть число простое, то предложен!е доказано, ибо № 
представитъ тогда произведеше трехъ простыхъ чиселъ; если же @, 
не есть число простое, то оно имфетъ простого дВлителя ©, , такъ что 


Р.О. 
Подставляя это значене @, въ предыдущее равенство, найдемъ: 
Е Ро ОР. 


Продолжаемъ поступать подобнымъ образомъь до тфхъ поръ, 
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пока не придемъ къ простому частному. Это случится непрем%нно, 
ибо въ противномъ случаз оказалось бы, что уменьшаюцщяся 
цфлыя числа: | 


О Ч 


образуютъ безпредфльный рядъ, что, очевидно, невозможно. 


106. Замфчане. Предыдущее доказательство не требуетъ, чтобы 
числа: Р, Р,, Р,,... имфли различныя значеня. Одинъ и тотъ же 
множитель можеть фигурировать н%Ъсколько разъ въ произведении. 

Итакъ, число №, послЪ разложеня на сомножителей, прини- 
маетъ такой видъ: - 


2: Р. Ра 
№ —= и, а. . а, ' 
тд а. а. ..., а, суть числа простыя. 


Примтрз. Приложимъ предыдущее разсуждеше къ числу 60. 
1°. 60 иметъ простымъ дЪлителемъ 2, такъ что 


60 —=2. 30. 


- 90. 30 имфетъ простымъ дЪлителемъ 2, такъ что 


‚ 


9.15. 


и, слфдовательно, 
Е И 5 


3°. 15 имфетъ простымъ дфлителемъ 3, такъ что 


и, слфдовательно, 


60=9.9.(3.5)=2.9.3.5=7?.3.5; 


у 


5 есть число простое, и разложене окончено. 

107. ТЕОРЕМА 5. Если простое число дълитз произведенае двухь 
сомножителей, то оно дълить непремъино однозо изъ них. 

Возьмемъ простое число Р, дфлящее произведете Ах В. 
Если Р дфлитъ А, то теорема доказана; если же Р не дблитъ 4, 
то оно, какъ число простое, будетъь простымъ съ А (97); й тогда, 
на основанйи теоремы (83), заключаемъ, что Р дфлитъ Б. Итакъ, 
` число Р дфлитъ или то, или другое число, хотя можетъ дБлить и 
оба числа совместно. 


` 
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108. ТЕОРЕМА 6. Если простое число дълитз произведете нтъ- 
сколькихь сомножителей, то оно дълитз, по крайней мпръ, одноло 
и35 Нит5. 

Пусть число Р дБлитъ произведене: 


ее. У И. В 
или, что то же, произведенйе двухъ сомножителей 
(А, 5 А, ° А. о Фо А,_1) ‚ Ан. 


Если число Р дфлитъ А», то теорема доказана. Если же Р не 
дфлить А„, то оно, по предыдущей теоремЪ, дБлитъ произведене: 


А, й А, ® А. оо Аи .. Ани, 
или, что то же, произведен!е двухъ сомвожителей 
(А, ® А . А. сое А„—2) . А . 


Если число Р дфлитъ сомножителя .4,_,, то теорема дока- 
зана; если же оно не дфлить А„_:, то, по предыдущей теорем. 
должно дфлить произведен!е: | 


Пр ВЕ Е. Е: 


— 


или, что то же, должно дфлить произведене двухъ сомножителей 
(А, * А, . А. эс % Ан..з) ® Ао. 


Продолжая разсуждать подобнымъ образомъ, придемъ къ за- 
: { 
ключен1ю, что число Р дфлитъ непрем$нно одного изъ сомножителей. 


109. ЗАмъчаАНиЕ 1. Если простое число дълить произведене 
простыхь сомножителей, то оно равно одному изъ нилз. 

И въ самомъ дфлЪ, простое число, дфля произведене, должно 
ДВлить одного изъ сомножителей, который есть простое число, а про- 
стое число можетъ дфлиться только на самого себя и на’единицу. 


110. ЗАмвчАНТЕ 9. Если простое число не дфлитъ числа, 
то оно не разд$литъ и его степеней. Отсюда вытекаетъ, что если 
два числа суть числа взаимно-простыя, то камя ни есть дв$ сте- 
пени этихъ чиселъ не обладаютъ общими простыми сомножителями 
и будутъ, слБдовательно, числа взаимно-простыя. 


и 
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111. ТЕОРЕМА 7. Если число есть число простое съ каждымь 
из сомножителей произведенля, то оно. будет» простымъ и с5 про- 
изведенемз. 


Пусть число Р есть число простое съ каждымъ изъ сомножи- 
телей: А,, 4,,..., А,_—, А» произведеня А,.А,.А,... Ан_1. Аи. 
Если Р и произведенте суть числа вваимно-простыя, то теорема 
доказана. Если же они суть числа невзаимно-простыя, то они до- 
пускаютъ общаго простого дфлителя К (99). Число К дЪлитъ про- 
изведене и есть число простое, а ‘потому должно дЪлить одного 
изъ сомножителей произведен!я (108), наприм$ръ 4А,. Отсюда вы- 
текало бы, что числа Ри А, обладаютъ общимъ дфлителемъ К, 
отличнымъ отъ единицы, т.-е. суть числа невзаимно-простыя, а 
это противор$читъ услов!ю. | 


ы 
112. ТЕОРЕМА 9. Если число дълится на числа простыя между 
собою, то оно дълится и на ить произведенче. 


Пусть число № дЪлится на числа: 


А, А,, А, ... Ана, Ав, 


простыя между собою. Требуется доказать, что оно дфлится и на 
произведене: 4,./4..А,... А,-1. Ав. 


_И въ самомъ дл, число М дзлится на А,, а потому 


№ =4,.0.. 


Число А., для № т.-е. дЪля ‘произведенше 4,. ©, и будучи 
простымъ, по условю, съ А,, должно д®лить (82) @,, т.-е. 


9, Е . 4. 
и, слЪдовательно, 
А 


Число А,, дЪля №, т.-е. для произведене 4,./А,.Ф. и бу- 
дучи простымъ, по условю, съ А, и 4,, должно дфлить ©,, а 
потому ' 


©. Е А; ы ©. 3 
и, слфдовательно, 


М=А,.А,.(4А,.0)=А,.А,.А,.0.. 
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Продолжая разсуждать подобнымъ образомъ, придемъ къ за- 
ключен!ю, что 


М=А,.А,... А». О, =(А,.А,... Ан). @ь. 


Равенство это показываетъ, что число № есть кратное числа 
А.А... А, или д®лится на число А .Л.,... А). Это и есть 
именно то, что хотёли доказать. 

Примпрз. Число 612, дЪлясь на 2 и на 3, дфлится на 6. 


113. ТЕОРЕМА 10. „Всякое число можеть быть разложено на 
простыхь сомножителей только однимз образом. . 
Предположимъ, что. число М разложилось на простыхъ сомно- 
жителей двоякимъ образомъ: ` 
№—=ааа, ... @ . @я, 


№ = Ь.6.6. и > он _1 . о, . 1 м. 6, 


при чемъ нфкоторые сомножители и того и другого произведен!я 
могутъ быть равны между собою. Число а, есть число простое 
и дълитъ произведен!е простыхъ сомножителей 6, .6,.6, ...б,, а 
потому (109) должно быть равно одному изъ сомножителей; пусть, 
напримръ, 6 —=а,. Число № можетъ быть представлено теперь въ 
двухъ -видахъ: | | 


№ — СЯ и (а, ° (3 я Я в—1 » аи), 


М —= Ч О (5. * 6. оо 1 ® | ® т осо 6,). 
Виды эти показываютъ, что произведения; 


И ок ба ба, 


0, . 6. с. 1. бь. би ... 6, 


должны быть равны. 

Число а, есть число простое и дфлитъ произведеше (5..6, ... 
1.6.04: ... бр) простыхъ чисель, а потому должно быть 
равно одному изъ этихъ чиселъ. | 

Пусть, наприм8ръ, а, =6,. Число № можетъ быть предста- 
влено въ двухъ видахъ: 


(Ча, зе 


(0..6 быв 


Е ь ел 


о ® 
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Результаты эти показываютъ, что числа: 


ааа, зо 

Лаба би 0 х | у 
должны быть равны между собою. Продолжая разсуждать подоб- 
нымъ образомъ, придемъ къ заключен!ю, что вс п сомножителей 
произведен1я 


должны быть равны я сомножителямъ произведен!я 6, .6,...8,...0,. 
Пусть : 


2) о.) Аз — р. 
Число № можетъ быть теперь представлено въ двухъ видахъ: 


Е (а Че ль № 


№ — (а, ® а. ® Ч. ое а») . (Би-а * Фин во 6,). 
Результаты эти говорятъ, что произведене 
1 . она осо бр 


Итакъ, оба вида числа М№ приводятся къ одной и той же 
формЪ: | 


№ == 4 .а..4, ... Чит. Чи. 


114. Замфчаше. Разложене чиселъ на простыхъ сомножителей 
есть истинная система счислемя цфлыхъ чиселъ. При помощи 
этой системы могутъ быть выражены вс числа и могутъ быть 
выражены только однимъ образомъ. Система эта, весьма неудобная 
при простфйшихъ дфйствяхъ, представляетъ иногда больпия пре- 
имущества при сложныхъ операщяхъ. Изложимъ нЪФкоторыя изъ 
ея приложен!й. Покажемъ способъ разложен1я чиселъ на простыхъ 
сомножителей, ибо до сихъ поръ не дали этого способа; показали 
только возможность разложен1я (113). 


$ У. Споеобъ разложеня чиела на простыхъ сомножителей. 


115. Для разложен1я даннаго числа на простыхъ сомножи- 
телей беремъ простыя числа въ возрастающемъ порядкВ и посл$- 
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довательно испытываемъ, дфлятъ ли они данное число. Если дЪ- 
лен!е должно удасться, его выполняемъ и въ сл5дующихъ за тфмъ 
дфйств1яхъ зам5няемъ предложенное число частнымъ. Второе д%- 
ленте замфнитъ это частное меньшимъ числомъ. Продолжаемъ до 
тёхъ поръ, пока не получимъ въ частномъ простого числа. Это 
частное есть послфдей изъ искомыхь сомножителей; остальные 
сомножители суть послфдовательно испытанные дфлители. Одного 
примЪра достаточно, чтобы метода сдлалась вполн ясною. 

Пусть требуется разложить на простыхъ сомножителей число 
25480. 


Число это дзлится на 2 (66); выполняя дфлен!е, найдемъ въ 
частномъ 19740. ИмЪемъ: | 


25480 = 12740 .2. 


Число 12740 опять дфлится на? и даетъ въ частномъ 6370, 
‚а потому —_ 


° 12740 —6370 . 9. 
и, слфдовательно, 
25480 —6370.2.23; 


число 6370 дЪлится на 9, 


6370 — 3185 . 9, 
а потому 


95480 —3185.2.9.9; 


число 3185 не дфлится ни на 92, ни на 3, но дфлится на 5 и 
даетъ: 


3185 — 637 . 5; 
слЗдовательно, 
25480 —637.5.2.2.9; 
637 не дБлится на 5, но дЪлится на 7, такъ что 


637 =91. 7, 
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и, слФдовательно, 
25480. —91.7.5.2.2.2; 


‘’ число 91 дБлится на 7 и даетъ: 
913: 
олфдовательно, 


25480 — 13.7.1..-5.2.9.8=9°.5.7*. 13; 


13 есть число простое, и разложене окончено. 
Дйстве располагаютъ обыкновенно такъ: 


25480 
12740 
6370 
3185 
637 
91 

13 | 13. 


чл 


` Замёчане 1. Должно испытывать одного и того же дфлителя 
нфсколько разъ подрядъ (въ предъидущемъ прим$р$ — дБлителей: 
2и7) до т5хь поръ, пока онъ перестанеть давать цфлое частное. 
Но болфе уже не нужно испытывать его, ибо каждое частное дЪф- 
лить каждое изъ предъидущихъ, а потому число, не дфлящее 
одного’ изъ нихъ, не будетъ дфлить и слБдующихъ. 
Замфчане 2. Если замфтимъ двухъ множителей, произведене 
которыхъ’ есть данное число, то можемъ отдфльно разложить этихъ . 
множителей и соединить результаты въ одно произведен!е. 


Примтрз. Пусть нужно разложить число 2400. 
2400 — 24. 100. 


Достаточно разложить 24 и 100; но 24 =4.6,4—=2.2,6—9.3; 
сл$довательно, 24—2.2.9.3, 100 =10.10=2.5.2.5. ИмЪемъ, 
наконецъ, 


2400 —2.2.2.3.9.5.2.5 == 98° .5?, 


АРИОМЕТИКА, 


с 


? 
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$ УГ. Услове двлимоети одного чиела на другое. 


116. Для тою, чтобы два числа дълились одно на друше, необто- 
димо и достаточно, чтобы всъ простые множители дюлителя вхо- 
дили въ дълимое съ показателями, не меньшими тпхь, съ какими 
они входять въ дълителя. 


1°. Услове это необходимо. И въ самомъ дЪлЪ, пусть число 4 
дфлится на число Б, такъ что 


А = В. 0. 


Разложимъ числа: А, В, © на простыхъ сомножителей. Если бы 
дфлитель В содержалъ простого множителя а, не входящаго въ дЪф- 
лимое, или если бы этотъ множитель входилъ въ В съ показателемъ, 
большимъ того, съ какимъ онъ входитъ въ дфлимое А, то тогда 
оказалось бы, что два равныхъ чиела: А и ВО могутъ быть двоя- 
кимъ образомъ разложены на простыхъ множителей, что, какъ мы 
знаемъ, невозможно. 

20. Услоше это достаточно. И въ самомъ дБлЪ, если оно вы- 
полнено, то частное существуетъ и равно произведен!ю простыхъ 
множителей, входящихъ въ ДБлимое, но не входящихъ въ дЪли- 
теля, умноженному на произведене множителей, входящихъ и въ 
дфлимое и въ дфлителя, съ показателями, равными разностямъ 
показателей, съ какими они входятъ въ дфлимое и въ дфлителя. 

Примтрь. Число 3%.72.13*.192.37 дфлится на 33.132. 19, 
при чемъ частное равно 7?.132.19.37. 

Присоединивъ множителей частнаго къ множителямъ дЪлителя, 
получимъ: трехъ множителей, равныхъ 3; двухъ,равныхъ 7; че- 
тырехъ,—равныхъь 13; двухъ,—равныхъ 19, и одного,—равнаго 37. 


$ УП. Составлене общаго наибольшаго д%злителя н®еколькихъ 
чиселъ. 


117. Предъидущее услове показываетъ, что всякий простой мно- 
житель дЪлителя, общаго нфеколькимъ числамъ, долженъ принадле- 
жать каждому изъ нихъ, при чемъ показатель каждаго множителя, 


по большей мпръ, можетъ равняться наименьшему изъ тфхъ пока- 


зателей, съ какими множитель этотъ входитъ въ дДданныя числа. 


= да ииьиииииисииииисть-екачеьнкиныг и ира чето ИЕ ЕВЕ инь а аль ль питер УЗЕЛ НИРС ЕДЕ ЕРЕСИ рвоте линиииипииииань, 
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Если, напримфръ, одно изъ чиселъ не содержитъ множителя а, то 
обииай дфлитель этихъ чиселъ не долженъ содержать этого множи- 
теля а. Если вс$ данныя числа содержатъ множителя 6 съ пока- 
зателями; 7, т., т, ...; то обшйй дфлитель можетъ содержать 
этого множителя, но можетъ и не содержать его. Если этотъ дфли- 
тель содержитъ множителя 65, то онъ содержитъ его съ показателемъ 
или меньшимъ наименьшаго изъ показателей: т, т,, т., ..., или 
равнымъ ему, но не большимъ его. | 


Обний наибольший дфлитель долженъ быть равенъ произведен!ю 
степеней вс$хъ простыхъ множителей, общихъ даннымъ числамъ, 
показатели которыхъ эавны наименьшимъ показателямъ изъ тъхъЪ 
показателей, съ какими множители эти входятъ въ данныя числа. 


Примърь. Пусть данныя числа суть: 23°.5?. 19.372, 2.7.193. 
.37“.Б57Ти 9“. 11?.19.37. Обиий наибольший д$литель есть 2?. 19.37. 


Заифчане 1. Большинство теоремъ, относящихся къ общему 
наибольшему дфлителю двухъ или н%сколькихъь чЙелъ, которыя 
доказаны въ главЪ ТУ, становятся почти очевидными, если пред- 
ставимъ эти числа въ видЪ произведенй простыхъ сомножителей. 


Заифчане 2. Общий наибольший дълитель двуль чисель не измъ- 
нится, если умножимь или раздълимь одно изъ чисель на множителя, 
проспюю съ друшмь числомь. Очевидно, что, велфдетв!е этого, не 
вводится и не уничтожается ни одинъ изъ общихъ простыхъ мно- 
жителей. При отъискаюши общаго наибольшаго дфлителя можемъ, 
сл$довательно, уничтожать въ каждомъ остаткЪ, если замЪтимъ, 
множителей, простыхъ съ сл5дующимь остаткомъ. — | 


$ УШ. Образоваше везхъ дЪлителей чиела. 


118. Пусть дано число 


ДЪлители этого числа могутъ содержать простыми множите- 
лями только числа: 


при чемъ первый множитель можетъ входитв. несболфе т, разъ, 


|-$ 


сл$дующую таблицу: 


: ТТ ТТ 
1, а», ар’, ..., @р ‚ @ › 
получимъ всъхь дьлителей даннаго числа, если каждое изъ чиселъ 
первой строки умножимъ на каждое изъ чиселъ второй, каждое изъ 
полученныхъ произведен!й—на каждое изъ чиселъ третьей, и т. д., 
до послфдней строки. И въ самомъ дЪлЪ, отъ перемноженя пер- 
выхъ чиселъ всфхъ строкъ получится д$литель 1; отъ перемноже- 
ня второго числа каждой строки на каждое изъ первыхъ чиселъ 
‚ остальныхъ строчекъ получатся длители: а, а, ..., а»; обра- 
зуются далфе® дфлители, состояще изъ двухь, трехъ, четырехъ, 
и т. д., множителей, при чемъ показатель множителя а, будетъ не 
` боле т,, показатель множителя а. будетъ не болЪе эм. и т. д.; и, 
наконецъ, образуется само число отъ перемножен!я послзднихъ 
чиселъ всфхъ строчекъ. 
_ Примтрз. Образовать таблицу всЪхъ дфлителей числа 4200. 


4200 |2. 
2100 |2 
1050 
ЧН 


4200 =2°.3.5?.Т. 


о. 4 8 3 6 1. 94. 


1 
5. 10. 20. 40. 15. 30. 60. 120 
25. 50. 100. 200. 15. 150. 300. 600 


7. 14. 98. 56. 91. 49. 84. 168. 
35. 70. 140. 980. 105. 910.. 490. 840 
175. 350. 700. 1400. 595. 1050. 2100. 4200 


175 
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второй не боле т. разъ, и т. д. Отсюда слБдуетъ, что, написав 
| 
| 
35 ы 


7. 


_ 1х. Чиело дфлителей цфлаго чиела. 


119. Пе цфлое число № разложено на простыхъ сомножи- 
телей: 


7: 77% 7Тр 
№М=а а ... ар . 


Предъидущая таблица содержитъ: въ первой строчкЪ (т 1} 
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членъ, во второй строчкВ (т, -- 1) члевъ, и т. д., и, наконец, въ 
пося$дней (т,--1) членъ. Умноживъ каждое изъ чиселъ первой 
строчки на каждое изъ чиселъ второй, получимъ | 


(т: не 1) (т. -- 1) 


произведений. Умноживъ каждое изъ этихъ произведен! на каждое 
изъ чиселъ третьей строчки, получимъ 


(т -- 1) (т. 1 (т И 


произведен!йй и т. д. И. наконець, умноживъ каждов изъ предпо- 
слфднихъ произведен!й на каждое изъ чиселъ послфдней строчки, 
получимъ.:. 


бы, О... %-Ю  ^ 


произведен!й. Итакъ, число всълъ дълителей данноло числа равно про- 
изведению чисель, которыя найдемь, прибавивь единицу къ показателю 
хаждаю простою множителя, входящело въ данное число. 

Нашли, что 4100 —= 2°.3.52.7. Число длителей числа 4100 
равно 4.2.3.2 — 48. 


120. Замбчане. Если не всъ показатели простыжь множителей 
даннаю числа суть числа четныя, то число дълителей этою числа 
есть число четное. 

‚ И вь самомъ ДФлЪ, если одинъ изъ показателей есть число 
нечетное, то одинъ изъ множителей произведеня (а), выражающаго 
число дЪлителей, есть число четное, а потому и все произведене (а) 

‘есть четное число. Замфтимъ, что число, въ которомъ показатели 
вс$хъ простыхъ множителей суть числа четныя, есть квадратъ, 
т.-е. есть число, происходящее отъ умножен!я другого числа самого 
на себя два раза. ДЪйствительно, число 


2т, 2то 2тТр т т т т Тр Тр 
Ч а ээх Фр — И ® а, 1. и о Яр р — 
т то тр т, т. Тр т: то тр? 
—а, а, ар .а „а: а, =(а, са ча. 


На основан!и этого соображен!я можемъ выразить предыдущее 
предложене такъ: 

Если данное число не есть квадрать, то число дълипелей этою 
числа есть четное число. 

_ Можно доказать эту теорему а р7з0тё. ВеБ дфлители числа мо- 
гуть быть опредлены при помощи всевозможныхъ разложен!й числа 


на произведен!е двухъ множителей. П усть, напримфръ, дано число 60. 
Его можно представить такъ: 60 —1.60, 60 =2.30, 60 =3.20, 


60—=4. 15, 60—=5.12, 60=6.10; каждому такому разложению- 


`отв$чаютъ два множителя, за исключен1емъ того случая, когда за- 


данное число есть квадратъ и когда, слЪдовательно, существуеть 


такое разложенше, которому отвЪ$чаетъь одинъ множитель. Итакъ, 
слфдовательно, если число не есть квадратъ, то число его дФли- 
телей вдвое болфе числа всевозможныхъ разложенй даннаго числа 
на произведенйе двухъ множителей. Если число этихъ. разложен!1й 
равно т, то число всфхъ дБлителей равно 2т, т.-е. равно числу 
четному. | 

121. Заифчане. Изложенное показываетъ, что если заданное 
число не есть квадратъ, то всЪ его дФлители могутъ быть раздЪ- 
лены на двЪ группы: дфлители одной группы таковы, что ихъ квад- 
раты менЪфе заданнаго числа, а дфлители другой группы таковы, 
что квадраты ихъ боле заданнаго числа. 


$ Х. Приложен!е разложения чиселъ на простыхъ еомножителей 
кь нахожден!ю общаго наименьшаго кратнаго.. 


129. Необходимыя и достаточныя услов1я дЪфлимости одного 
числа на другое показываютъ, что общее наименьшее кратное нъ- 
сколькихь чисель равно произведеню всъхь простыль множителей, вто- 
дящихь въ данныя числа, сь показателями, равными наибольшимь по- 
казателямь, съ которыми множители эти входят (9) данныя числа. 

Пусть данныя числа суть: 


200 — 23.5, 500=53.9%, 147=3.7°. 


Ихъ наименьшее кратное есть 2°.5°.3.7?. И въ самомъ дЪлф, 
произведене это, очевидно, дЪлится ‘на каждое изъ данныхъ чиселъ; 
слфдовательно, представляетъ общее кратное этихъ чиселъ. Оно 
есть наименьшее кратное, ибо, уменьшивъ одного изъ показателей 
3, 3, 1, 2, или же уничтоживъ одного изъ множителей 2, 65, 3, Т, 


получимъ число, которое не будетъ уже общимъ кратнымъ данныхъь . 


чиселъ. 


що 


ГЛАВА УШ. 
Теор1я дробей. 


$ Г. Опредфлен1е дробей. 


123. Дробъю количества называется соединете нЪкотораго числа 
равныхъ частей, на которыя это количество разбито. Число рав- 
ныхЪъ Частей, на которыя разбито количество, называется знамена- 
телемь дроби; число этихъ равныхъ частей, соединенныхь между 
собою для образован!я дроби, называется числителемь дроби. Числи- 
тель и знаменатель дроби называются иногда ея членами. Дробь 
зависитъ и отъ числителя и отъ знаменателя. 

Для изображен!я дроби сТавятъ горизонтальную черту; надъ 
чертою пишутъ числителя, а подъ чертою помфщаютъ знаменателя. 
Читаютъ дробь такъ: выговариваютъ сперва числителя и приба- 
вляютъ потомъ порядковое числительное, соотв$тетвующее тому 
числу, которое помфщено въ знаменателЪ. 


. Примптръ. РаздЪливъ единицу на семь равныхъ частей и соеди- 


нивъЪ ПЯТЬ ИЗЪ этихъ частей, получимъ дробь которая произ- 


5 
7} 
носится такъ: пять седьмыль. 

Существуетъ исключен!е для знаменателей 2, 3, 4: вм$сто того, 
чтобы говорить: вторыхъ, третьихъ, четвертыхъ, говорятъ: половинъ, 
третей, четвертей. 

Если количество есть дробь единицы, то дробь эта есть число, 
измпряющее количество. Число это есть отвлеченное, если не ука- - 
зана природа единицы. 

ДЪйствуя надъ отвлеченными числами, должны ясно пони- 
мать, что хотя единица и не назначена заранЪе, но потомъ она 
можеть быть выбрана совершенно произвольно. ` 
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второй не боле т. разъ, и т. д. Отсюда сл$дуетъ, что, написавъ 
сл5дующую таблицу: 


2 
аа. а 6 @ , 
. Тана", ‚ а. а: 5 
р т» —] Тр 
1, а», @р’, ..., @р ‚ ар , 


получимъ всъхь дилителей даннаго числа, если каждое изъ чиселъ 
первой строки умножимъ на каждое изъ чиселъ второй, каждое изъ 
полученныхъ произведен!й—на каждое изъ чиселъ третьей, и т. д., 
до посл дней строки. И вЪ самомъ дДЪлЪ, оть перемноженя пер- 
выхъ чиселъ всфхъ строкъ получится д$литель 1; отъ перемноже- 
ня второто числа каждой строки на каждое изъ первыхъ чиселъ 
‚остальныхъ строчекъ получатся дФлители: а,, а., ..., а»; обра- 
зуются далфе® дфлители, состоящ!е изъ двухь, трехъ, четырехъ, 
и т. д., множителей, при чемъ показатель множителя а, будетъ не 
` болБе т,, показатель множителя @а, будетъ не боле ан, и т. д.; и. 
наконецъ, образуется само число отъ перемножен!я посл днихъ 
чиселъ всфхъ строчекъ. 

Примтрз. Образовать таблицу вс$хъ дфлителей числа 4200. 


.4.8 - 4900 —=23.3.5?.7. 


| 5. 10. 20 40. 15 30. 60. 190 
_ 95. 50. 100. 900. 75. 150. 300. 600 


7. 14. 98. 56. 91. 42. 84. 168 
35. 10. 140. 980. 105. 210.. 420. 840 
175. 350. 700. 1400. 525. 1050. 2100. 4200 


[Х. Чиело дфлителей цфлаго чиела. 


119. Пусть цфлое число № разложено на простыхъ сомножи- 
телей: | 
ое т т Тр 
В 


Предъидущая таблица содержитъ: въ первой строчк® (#1) 


А - 


| 
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членъ, во второй строчкВ (т, —- 1) члевъ, и т. д., и, наконець, въ 
посл дней (т,--1) членъ. Умноживъ каждое изъ чисель первой 
строчки на каждое изъ чиселъ второй, получимъ | 


(т, + Пи, 1) 


произведен!й. Умноживъ каждое изъ этихъ произведен! на каждое 
изъ чиселъ третьей строчки, получимъ 


(т, = 1) (т, 51 (т, 0 


произведен! и т. д. И. наконецъ, умноживъ каждов изъ предпо- 
слфднихъ произведей на каждое изъ чиселъ послЪфдней строчки, 
получимъ.:. 


Е Оби, + 0+0... об © 


произведен1Й. Итакъ, число веълъ дюлителей данналю числа равно про- 
изведению чисель, которыя найдемь, прибавивь единицу къ показателю 
каждаю простою множителя, входящало въ данное число. 

Нашли, что 4100 —=2°.3.5?.7. Число дфлителей числа 4100 
равно 4.2.3.2 = 48. 


120. Замфчане. Если не всь показатели простыхль множителей 
даннаю числа суть числа четныя, то число дълителей этою числа 
есть число четное. 

‚ И вь самомъ дфлЪ, если одинъ изъ показателей есть число 
нечетное, то одинъ изъ множителей произведеня (а), выражающаго 
число дфлителей, есть число четное, а потому и все произведене (а) 


‘есть четное число. ЗамЪтимъ, что число, въ которомъ показатели 


всЪхъ простыхъ множителей суть числа четныя, есть квадратъ, 
Т.-е. есть число, происходящее отъ умножен!я другого числа самого 
на себя два раза. ДЪйствительно, число 


2т, 2т. 2тр 71 пи т т Тр Тр 
а а. а Фр —а .а .а. аа +... @р а, = 
т т. тр т, т. Тр т: (А Пр 2 
—а а, ...@ га .а, ... ар = (а, а сц. ). 


На основан!и этого соображения можемъ выразить предыдущее 
предложене такъ: 
Если данное число не есть квадрать, то число дълилтелей этою 
числа есть четное число. | 
’ Можно доказать эту теорему а ризоте. Ве дЪлители числа мо- 
гутъ быть опред$лены при помощи всевозможныхъ разложев!й числа 


на произведене двухъ множителей. Пусть, напримфръ, дано число 60. 
Его можно представить такъ: 60—1.°60, 60 =2.30, 60 =3.20, 
60—=4.15, 60—=5.12, 60—=6.10; каждому такому разложению 
`отв$чаютъ два множителя, за исключен1емъ того случая, когда за- 
данное число есть квадратъ и когда, сл$довательно, существуетъ 
такое разложене, которому отвЪчаеть одинъ множитель. Итакъ, 
слЪдовательно, если число не есть квадратъ, то число его дЪли- 
телей вдвое болфе числа всевозможныхъ разложен!й даннаго числа 
на произведене двухъ множителей. Юесли число этихъ. разложен!й 
равно т, то число всфхъ дфлителей равно 2т, т.-е. равно числу 
четному. | 

121. Замфчане. Изложенное показываетъ, что если заданное 
число не есть квадратъ, то всф его дфлители могутъ быть раздЪ- 
лены на дв$ группы: дфлители одной группы таковы, что ихъ квад- 
раты менЪфе заданнаго числа, а дБлители другой группы таковы, 
что квадраты ихъ бол$е заданнаго числа. 


$ Х. Приложене разложен1я чиселъ на проетыхъ еомножителей 
кь нахождению общаго наименьшаго кратнаго.. 


122. Необходимыя и достаточныя условя дЪфлимости одного 
числа на другое показываютъ, что общее наименьшее кратное нъ- 
сколькихь чисель равно произведеню всъхь простылъь множителей, вто- 
дящихь въ данныя числа, сь показателями, равными наибольшимь по- 
казалтелямъ, съ которыми множители эти входять въ данныя числа. 

Пусть данныя числа суть: 


200 =—2*.5*, 500==5°. 92%. 147=3.:7. 


Ихъ наименьшее кратное есть 2°.5°.3.7?. И въ самомъ дЪлф, 
произведене это, очевидно, дФлится ‘на каждое изъ данныхъ чиселъ; 
слфдовательно, представляетъ общее кратное этихъ чиселъ. Оно 
есть наименьшее кратное, ибо, уменьшивъ одного изъ показателей 
3, 3, 1, 8, или же уничтоживъ одного изъ множителей 2, 5, 3, 7, 


получимъ число, которое не будетъ уже общимъ кратнымъ данныхь 
чиселъ. | 


—ммммлли.^ # 


ГЛАВА УШ. 
Теор1я дробей. 


$ Т. Опредфлен1е дробей. 


123. Дробъю количества называется соединенме нфкотораго числа 
равныхъ частей, на которыя это количество разбито. Число рав- 
ныхъ частей, на которыя разбито количество, называется знамена- 
телемь дроби; число этихъ равныхъ частей, соединенныхъ между 
собою для образован!я дроби, называется числителемь дроби. Числи- 
тель и знаменатель дроби называются иногда ея членами. Дробь 
зависить и отъ числителя и отъ знаменателя. 

Для изображен!я дроби сТавятъ горизонтальную черту; надъ 
чертою пишутъ числителя, а подъ чертою помфщаютъ знаменателя. 
Читаютъ дробь такъ: выговариваютъ сперва числителя и приба- 
вляютъ пПотомъ порядковое числительное, соотв$тствующее тому 
числу, которое пом$щено въ знаменател®. 


. Примпръ. Раздфливъ единицу на семь равныхъ частей и соеди- 


НИВЪ ПЯТЬ ИЗЪ эЭТИХЪ Частей, получимъ дробь >. которая произ- 
носится такъ: пять седьмыть. 

Существуетъ исключен!е для знаменателей 2, 3, 4: вмЪсто того, 
чтобы говорить: вторыхъ, третьихъ, четвертыхъ, говорятъ: половинъ, 
третей, четвертей. 

Если количество есть дробь единицы, то дробь эта есть число, 
измпряющее количество. Число это есть отвлеченное, если не ука- - 
зана природа единицы. 

ДЪйствуя надъ отвлеченными числами, должны ясно пони- 
мать, что хотя единица и не назначена заранЪе, но потомъ она 
можетъ быть выбрана совершенно произвольно. 
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124. Замфчане 1. Опред$лен1е дроби не требуетъ, чтобы знаме- 


11 
натель былъ ‚бол$е числителя. НапримЪръ, = есть дробь, равная 
одиннадцати третямъ единицы. 

Если числитель менфе (боле) знаменателя, то дробь назы- 


вается правильною (неправильною). 
125. Замбчане 2. ЦФлыя числа могутъ быть разсматриваемы, 
какъ дроби съ знаменателями, равными единиц; напримЪръ, 3 
3 | 
равно —-; эти дроби не суть единственныя дроби, при помощи ко- 


торыхъ могуть быть изображаемы цфлыя числа; наприм$ръ, 2 равно 


- ибо и 8 итд 


и о, 3} 4} 


3 П. Теоремы, относян]яся къ дробямъ. 


126. ТЕОРЕМА 1. Дробь равна частному, происходящему оть раз- 
дъленя числителя дроби на ея знаменателя. 
Теорема эта и быть понимаема такъ: Если количество 


изображено дробью -- И, слфдовательно, происходитъ отъ единицы 


такъ: единица раздфлена на 6 равныхъ частей, и такихъ частей 

взято а, то это же количество можетъ быть произведено изъ еди- 

ницы такъ: а единицъ соединены въ одно количество 4; количе- 

ство это разд$лено на 6 равныхъ частей, и взята одна такая часть. 
Докажемъ теорему. Знаемъ, что 


а. 6 —Ь.а 
Равенство это можетъ быть написано такъ: 


(количество, равное а единицамъ). 6 —= 
— (количеству, равному 6 единицамъ). а. 


Но количество, равное а единицамъ, равно единиц, умноженной 
на а; количество, равное 6 единицамъ, равно единиц, умноженной. 
на 6, и предъидущее равенство можетъ быть написано такъ: 


(единица).а.6 = (единицЪ) .6.а. . 


Въ равенствЪ этомъ единица представляетъ совершенно произ- 
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вольное количество. Взявъ вмфсто единицы часть единицы, равную 


—- единицы, получимъ: 


(-- единицы } а. в — (ь- единицы} .б.а. 


1 
Количество же, равное -; единицы, умноженной на а, есть ко- 


а 1 
личество, равное ъ единицы, а количество равное в единицы, 


взятой 6 разъ, равно самой единиц, и предъидущее равенство 
дастъ: 


(2 единицы } . 6 — (еданиц®). а = а еж®ницамъ, 


а 
т.-е. количество, равное -_ единицы, будучи умвожено на Ь или 


сложено само съ собою В разъ, дастъ количество, равное а едини- 
д 
цамъ, т.-е. количество, равное -„ единицы, получится, если раздВ- 


лимъ количество, равное а единицамъ, на $ равныхъ частей и 
возьмемъ одну такую часть. Переходя къ отвлеченнымъ числамъ, 
т.-е. дВлая отвлечеме отъ единицы, найдемъ: 


+ .6=а. - (1) 


127. Равенство (1) показываетъ, что теорема можетъ быть 
формулирована такъ: | 

Произведене дроби на ея знаменателя равно числитемо. 

128. Замбчане. Предъидущая теорема позволяетъь всегда выра- 
зить частное отъ дфлен!я двухъ чиселъ. Пусть, въ самомъ дЪлЪ, 
пфлое число а не дЪлится на цфлое число 6, т.-е. не существуеть 
такого цФлаго числа, которое, будучи умвножено на 6, дало бы а. 
Въ этомъ случаЪ, какъ извЪстно, число а имФетъ форму: 


а =4.6-— т, 


м 


гдЪ 4 есть цфлое частное (45), г остатокъ. Легко показать, что 
число | 


| 7 
х а 


будучи умножено на 6, дастъ а. И въ самомъ дДЪлЪ, 
(а). =ч. в | 
Но -=.6 =”, по предъидущей теоремЪ, а потому, 


(а) 5 =. =а. 


Итакъ: Частное оть раздъленёя двухь цълыхь чисель равно изълому 
частному, увеличенному на дробь, числитель которой есть остатокь 
при дълени, а знаменатеь—дфюлитель. 

_ Примтръ. 43 раздфлить на 9; цфлое частное есть 4 и оста- 
токъ 7, т.-е. девяфая часть 43 состоитъ изъ 4 единицъ, увеличен- 


7 
ныхЪъ на девятую часть 7, или равна 4Г--. 


Если дробь боле единицы, то она можетъ быть приведена къ 
цфлому числу, увеличенному на дробь, меньшую единицы. 


Примтрз. т — 14 -- - 


5 ®* 


- 129. ТЕОРЕМА 2. Оть умножешя или раздълешя числителя 
дроби на цтълое число дробь умножается или раздъляется-на это число. 
И въ самомъ дфлЪ, если знаменатель дроби не измВняется, то 
части единицы, образующия дробь, сохраняютъ то же значенге; 


взявъ число этихъ частей въ два, три, четыре, ... разъ болфье, 
или въ два, три, четыре, ... разъ менфе, получимъ результатъ 
въ два, три, четыре, ... разъ больший, или въ два, три, четыре, 


... разъ меньцший. 
Если дробь разсматривается, какъ частное, то теорема доказы- 
вается такимъ разсуждешемъ: если знаменатель дроби не измф- 
няется, то дфлитель сохраняетъ свое значен!е; отъ умноженя или 
‚ раздЪленя числителя на цфлое число т умножается или  разд*- 
ляется на т д$лимое. 
Очевидно, что вел$дстве этого частное умножится или раздЪ- 
лится на т. 
Примтърз. - есть утроенная дробь 2, 5 есть треть >. 
130. ТЕОРЕМА 3. 07 умноженя или раздълевя знаменателя 
дроби на цълое число дробь раздъляется или умножается на это число. 
И въ самомъ дЪлЪ, если числитель дроби не измфняется, то 
число частей единицы, образующихъ первоначальную дробь и новую, 
сохраняетъ то же значене. Умножая или разд$ляя знаменателя на 
два, три, четыре, ..., уменьшаемъ или увеличиваемъ т части, 


ТЕОР1Я ДРОБЕЙ. 15 


на которыя раздфлена единица, въ два, три, четыре, ... разъ, а 
потому получаемъ результатъ въ два, три, четыре, ... разъ мень- 
Пий, или въ два, три, четыре, ... разъ больший. 


Теорема эта доказывается весьма просто, если будемъ раз- 
сматривать дробь, какъ частное. Если не мфняется числитель, зна- 
чить—не мфняется дфлимое; отъ умножен1я или раздфленя знаме- 
нателя на цфлое число т умножается или раздФляется на т д$ли- 


тель. Очевидно, что велфдетв!е этого частное раздЪфляется или 
умножается на т. 


Примтръ. г есть четверть 


131. Замфчане. Для того, чтобы умножить дробь на цфлое число, 
достаточно умножить ея числителя или раздфлить ея знаменателя 
на это число. Первый способъ всегда можетъ быть выполненъ, 
между тёмъ какъ второй требуетъ, чтобы знаменатель дфлился на 
разсматриваемое число. 

Для того, чтобы раздфлить дробь на цфлое число, достаточно 
умножить ея знаменателя или раздлить ея числителя на это цзлое 
число. Первый способъ всегда можетъ быть выполненъ, между тЪмъ 


какъ второй требуетъ, чтобы числитель дфлился на разсматриваемое 
ЧИСЛО. `` 


7 7 
9.3 есть учетверенная дробь 15° 


132. ТкорЕмА 4. Если оба члена дроби умножаются или раздъ- 
ляются на одно и то же число, то значеще дроби не измъняется. 


[#1 
Пусть дана дробь ` › числитель и знаменатель которой дфлятся 


на цЪлое число с. | | 

Раздфляя числителя на с, раздляемъ дробь на с. т.-е. разби- 
ваемъ ее на с равныхъ частей и беремъ одну такую часть. Разд®- 
ливъ зат$мъ знаменателя полученной дроби на число с, умножаемъ 
ее на-с. Произведя оба дфйствя совм$етно, увидимъ, что сперва 
раздЪлили дробь на с равныхъ частей, а потомъ взяли с такихъ 
частей. Ясно, что должны были лолучить такую дробь, которая, 


ь а 
по своему значентю, равна дроби >: 


П ыы | 
усть дана дробь $. Умножая знаменателя 6 на цЪлое число с, 


раздЪлимъ дробь на с, т.-е. разбиваемъ ее на с равныхъ частей и 
беремъ одну такую часть. Умноживъ затЪмъ числителя полученной 
дроби на с, умножаемъ ее на с. Производя оба дЪйствя совместно, 
увидимъ, что сперва раздфлили дробь на с равныхъ частей, а по- 
томъ взяли с такихъ частей. Ясно, что должны получить такую 


| | р 
дробь, которая, по своему значеню, равна дроби т. 
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133. ТЕОРЕМА 5. Оть прибавленвя къ числителю и знаменателю 
дроби одною и тою же числа дробь увеличивается, если она менъе 
единицы, и уменьшается, если она болье единицы. Результаты будуть 
обратные, если отнимемь отъ числителя и знаменателя дроби одно 
и то же число. 


ыы | 
Дана дробь -;  Прибавивъ къ числителю и знаменателю дроби 


а+т 
+ т 


. Для этой цфли преобъазуемъ дроби такъ, чтобы 


одно и то же число т, образуемъ дробь -, . Сравнимъ значення 


ат 
6-+т | 
онЪ, вн, свои значенЯ, обратились въ дроби съ равными 
знаменателями. Достигнемъ этого, если умножимъ числителя и 
знаменателя первой дроби на 6--эт, а числителя и знаменателя 
второй дроби на 6. 

Вел$детв1е этого дроби примутъ соотвЪфтственные виды: 


дробей: — и 


а(6 -- т) (а + ть 
ет) -жуь° 


Сравнимъ числителей этихъ дробей. Они суть: 
а(6 - т) =а.6БРа.т, (а-- т) —=а.6-НЬ.т. 


Каждый изъ числителей состоитъ изъ двухъ слагаемыхъ, при 
чемъ первыя слагаемыя одинаковы и равны а.б. Что касается 
вторыхъ слагаемыхъ.а.т и 6.т, то видимъ, что слагаемое 6.т 
боле слагаемаго а.т, если 6 боле а, т.-е. если заданная дробь 
менфе единицы, и, обратно, слагаемое 65.т менЪе слагаемаго а.т, 
если 6 менЪфе а, т.-е. если заданная дробь болБе единицы. Отсюда 
заключаемъ, что вторая дробь болфе первой, если первая менЪе 
единицы, и обратно. Что и требовалось доказать. Совершенно та- 
киМъ же образомъ докажемъ и вторую часть теоремы. 


$ Ш. Упрощене дроби. Деесятичныя дроби. 


134. Отъ раздфлен1я обоихъ членовъ дроби на одно и то же 
число видъ дроби упрощается, при чемъ значеше ея не изм$няется. 
Если это число есть обпйй наибольший дЪфлитель, то, посл разд®- 
лен1я на него, члены дроби становятся взаимно-простыми и не мо- 
гутъ уже быть уменьшены при помощи дфлен!я на одно и то же 
число. Дробь, приведенная къ такому виду, называется несокра- 
тимою. 
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135. ТЕОРЕМА 6. Несократимая дробь есть дробь неприводимая, 
71.-е. такая дробь, числипель и знаменатель коей не моиуть быть 
выражены меньшими числами. 


а у 
Пусть дана дробь $ › члены которой а и 6 суть числа взаимно- 


С 
простыя. Положимъ, что дробь эта равна дроби <, такъ что 
С 
а 


Ен об части этого равенства на 4 и принявъ во вни- 


= 


С 
ман!е, что ——.4 = — а .4 =, найдемъ: 


а.а 
в—=-—_- 


Ь 


Результатъ этотъ показываетъ, что число 5, будучи, по услов!ю, 
простымъ съ а, дБлитъЪ рр а.4; оно должно, слЪдова- 
тельно, ‘дФлить 4, т.-е. 


гдЪ 4 есть цлое число. Итакъ, 
4=Ь.4. (1) 


На основашши сего равенства число с представится такъ: 


- 


Ни (2). 


Равенства (1) и (2) показываютъ, что числа с и 4 соотв$т- 
ственно боле чисель аифи равны соотв$тственно произведен1ямъ 
ихъ на одно и то же цфлое число д. 

136. Замфчане. Предъидущая теорема показываетъ, что для 
образован1я всЪхъ дробей, равныхъ данной, достаточно сдЪ$лать 
эту дробь неприводимою, а потомъ умножать посл$довательно оба 
ея члена на каждое изъ цфлыхъ чиселъ: 1, 8, 3, | 


л 25 
Примпрз. Для образованя всЪхъ дробей, равныхъ 170} ДЪлИМЪ 
оба ея члена на ихъ общаго наибольшаго дфлителя 5; умножаемъ 


5 
зат$мъ числителя и знаменателя дроби — на числа 1, 2, 3, ... 


34 
15 20 


и получимъ рядъ дробей: В 105° 156? И Т. Д. 
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137. Десятичною- дробъю называется дробь, знаменатель ко- 
торой есть степень 10. Ршимъ слВдующИЙ вопросъ: можеть ли 
всякая данная несократимая дробь быть преобразована въ равную ей 
десятичную, т.-е. способно ли количество, представляемое данною 
дробью, выражаться въ десятичныхъ доляхъ единицы. ОтвЪтомь 
на этоть вопросъ служатъ слфдуюцщйя двЪ теоремы. 

ТЕОРЕМА 1. Если данная несократимая дробь можеть выражаться 
дробью десятичною, то ея знаменатель не содержить иныхь простыхъ 
множителей, кромъ 2 и 5. Е 


[11 
Пусть данная неприводимая дробь ‚ выражается десятичною 


такъ что 


обью А 
др ь 10" 9 


Отсюда заключаемъ, что 


=6.4, 


гдф 4 есть н®которое цЪфлое число. Простые множители, входяще 
въ лЪфвую часть, суть 2 и 5, а потому и правая часть, а сл$дова- 
тельно и число 6, не можеть содержать иныхъ множителей, кром$ 
2 и 5. 

_ ТЕОРЕМА 2. Если знаменатель данной дроби не содержить иныхь 
простыхь множителей, кромъ 2 и 5, то дробь способна выразиться 
десятичною дробью. 


Пусть данная дробь имфетъ видъ: ев 

Если т ==р, то дробь эта есть десятичная дробь, ибо ея зна- 
менатель есть степень десяти: 10”. 

Раземотримъ, слФдовательно, таке два случая: 


19. тр. Им$емъ: 


А а Я.” АТР 
отуР — р БР. Б-Р р — от то Е 10" р 
т.-е. получили дробь десятичную. 
20. т «р. ИмЪемъ: 


А А.9Р-"® _ А.9Р-т _ А.оР-т 


- ТР т БР орт ОБР Р } 


^. получили дробь десятичную. 
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Примтры. Дробь а 
ат”? 9807 


8 _3 3.5 _ 15. 
40 — 25.5 33.583  1000° 


по сокращени, приводится къ дроби 


Дробь ет по сокращени, приводитея къ дроби Е 


50 2.52 
— 1.2 _ 22 
2.5 10° ы 
Первая теорема выражаеть необходимое услове выражен!я 
обыкновенной неприводимой дроби въ десятичную, вторая—услове 
достаточное. ОбЪ теоремы, разсматриваемыя совмФстно, могутъ 
быть формулированы такъ: 


Для тою, чтобы обыкновенная неприводимая 000бъ мома выра- 
жаться дробъю десятичною, необходимо и достаточно, чтобы ея зна- 
менатель не содержаль иныхь простыль множителей, кромь 2 и 65. 


$ 1У. Приведен!е дробей къ одному знаменателю. 


138. Данныя дроби моуть быть приведены къ дробямь съ однимъ 
и тльмъ же знаменателемь. ` 

Пусть дано нфсколько дробей. Умножая числителя и знаме- 
нателя каждой дроби на произведете знаменателей всЪхъ осталь- 
НыхЪ дробей, получимъ дроби съ однимъ и тфмъ же знаменате- 
лемъ, равнымъ произведен1ю данныхъ знаменателей. 
5 3. 1. 
Я ? 8, ; 6’ 
указанный способъ, найдемъ: 


3 
Примтръ. Даны дроби а приложивъ къ нимъ 


или, выполнивъ умножен!я, получимъ: 


960 504 1068 221 
1344 ? 1344’ 1314? 1344 ` 


$ №. Общий наименьший знаменатель. 


139. СдБлаемъ данныя дроби неприводимыми. Каждая изъ 
‚этихъ дробей можетъ быть равна только такой дроби, члены ко- 
- торой суть кратныя членовъ этой неприводимой дроби. Обний зна- 
менатель долженъ быть общимъ кратнымъ вефхъ приведенныхъ 
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137. Десятичною. дробъю называется дробь, знаменатель ко- 
торой есть степень 10. Решимъ слвдующий вопросъ: можеть ли 
всякая данная несократимая дробь быть преобразована въ равную ей 
десятичную, т.-е. способно ли количество, представляемое данною 
дробью, выражаться въ десятичныхъ доляхъ единицы. ОтвЪтомъ 
на этотъ вопросъ служатъ сл$дующия дв теоремы. 

ТЕОРЕМА 1. Если данная несонратимая дробь можеть выражаться 
дробью десятичною, то ея знаменатель не содержить иныхь простыхъ 
множителей, кромъ 2 и 5. | 


[9 
Пусть данная неприводимая дробь 1; выражается десятичною 


‚ дробью такъ что 


10" 


Отсюда заключаемъ, что 
10*—60.0, 


гдЪ 4 есть нфкоторое цфлое число. Простые множители, входяще 
въ лфвую часть, суть 2 и 5, а потому и правая часть, а слФдова- 
тельно и число 6, не можетъ содержать иныхъ множителей, кромЪ 
2 и 5. 


ТЕОРЕМА 2. Если знаменатель данной дроби не содержить иныхь 
простыль множителей, кромъ 2 и 5, то дробь способна выразиться 
десятичною дробью. 


® 


Пусть данная дробь иметь видъ: бт БР. 


Если т —=р, то дробь эта есть десятичная дробь, ибо ея зна- 
менатель есть степень десяти: 10”. 

Разсмотримъ, слФдовательно, таюе два случая: 

19. тр. ИмЪемъ: 


р Не 
о о 


} 


т.-е. получили дробь десятичную. 
20. п «р. ИмЪемъ: 


А А, 9" о: 


— — —> 


ге ЗОО б.р Р.Р о 1 ? 


т.-е. получили дробь десятичную. 
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Примюры. Дробь Ыб, 
3—3 __ 3.52 _ 15 
40 2.5 33.53 1000' 

33 11 11 

Дробь 150 П0 сокращени, приводитея къ дроби — 50 = э в: == 
__ 11.2 22 
21.5 100' Е 

Первая теорема выражаетъь необходимое услове выражен!я 
обыкновенной неприводимой дроби въ десятичную, вторая—услове 
достаточное. Об теоремы, разсматриваемыя совмЪетно, могутъ 
быть формулированы такъ: 


по сокрашенш, приводится къ дроби 


Для тою, чтобы обыкновенная неприводимая дробь мола выра- 
жаться дробью десятичною, необходимо и достаточно, чтобы ея зна- 
менатель не содержаль иныхь простыль множителей, кромъь 2 и 5. 


$ 1У. Приведен!е дробей къ одному знаменателю. 


138. Данныя дроби монуть быть приведены къ дробямь съ однимь 
и тъмъ же знаменателемъ. ‹ 

Пусть дано несколько дробей. Умножая числителя и знаме- 
нателя каждой дроби на произведете знаменателей всЪхъ осталь- 
нНыхъЪ дробей, получимъ дроби съ однимъ и тфмъ же знаменате- 
лемъ, равнымъ произведен!ю данныхъ знаменателей. 

ВЕ ИВ 
4 


Примтрз. Даны дроби и, в, 


приложивЪ къ нимъ 


указанный способъ, найдемъ: 


5.8.4.6 3.7.4.6 3.7.8.6 1.7.8.4 
7.8.4.6’` 8.7.4.6?’ 4.7.8.6? 


или, выполнивъ умноженя, получимъ: 
960 504 — 108 — 221 
1344’ 1344’ 1314’ 1344 ° 


3 У. Общ наименьшЙ знаменатель. э 


139. СдБлаемъ данныя дроби неприводимыми. Каждая изъ 
этихъ дробей можетъ быть равна только такой дроби, члены ко- 
- торой суть кратныя членовъ этой неприводимой дроби. Обпий зна- 
менатель долженъ быть общимъ кратнымъ вефхъ приведенныхъ 
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знаменателей, а наименьшее значене, которое онъ можетъ имФть, 
есть общее наименьшее кратное. р 
Для приведен1я дробей къ этому знаменателю нужно умно- 
жить числителя и знаменателя каждой дроби на частное, получае- 
мое отъ раздфленя наименьшаго кратнаго на знаменателя. 
Примтрз. Возьмемъ снова лроби: 


_ Дроби эти неприводимы. Наименьшее кратное ихъ знамена- 
телей есть 168. Для приведенмя дробей къ этому знаменателю 


168 _ 
умножаемъ оба члена каждой дроби соотв$тственно на числа: -—, 


7 
равное 24; 5 равное 21: о, равное 42; -еь, равное 28. Данныя 


. дроби обратятся въ слБдующя: 


120 63 126 8 


163 ? 168’ 168’ 168° 


УГ. Сложене и вычитан1е дробей. 


140. Сумма или разность дробей съ однимъь и тъмь же знаме- 
нателемь равна дроби, числитель которой есть сумма или разность 
числителей данныхь дробей, а знаменатель есть знаменатель данныль 
дробей. | 


Пусть даны дроби: т. И >. Первая дробь есть соединене 


] ЗЕ 
а частей единицы, равныхъ > -ой единиц$; вторая дробь есть со- 


единен!1е с такихъ частей. Соединивъ а частей единицы съ В та- 
кими же частями, получимъ а-- 6 этихъ частей. Вычтя 6 частей еди- 
ницы изъ а такихъ частей, найдемъ а — 6 этихъ частей. Итакъ, 


о - с ас 
| И Ь в’ 

141. Ебли дроби, данныя для сложен1я или вычитаня, имфютъ 
различныхъ знаменателей, то приводимъ ихъ къ одному знамена- 
телю и затфмъ дЪйствуемъ по предыдущему правилу. 

Замфчане. Для того, чтобы сложить числа, составленныя изъ 


Ч 


цзлой части и дроби, достаточно сложить дроби, потомъ цфдыя. 


числа и соединить об суммы въ одну. 
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7 


Примтуръь. Сложить дроби: 92, 5 и 421. 


Приведя эти дроби къ общему наименьшему знаменателю 190, 
получимъ: —_ 


100 
120? 
56 
120? 
85 


' | 42 15). 


9 


—-|Ц`|- 


241 1 
Сумма - . 51а) или 53 155. 


ь 


Для того, чтобы вычесть, одно изъ другого, два числа, со- 
ставленныя изъ цЪлой части и дроби, достаточно вычесть отдВльно 
дроби и отдфльно цфлыя числа и сложить результаты. 


Примъръ 1. Вычесть 422 ИЗЪ 58. 


Обний наименьший знаменатель этихъ дробей есть 180. ИмЪемъ: 
© 


124 
58 180, 


95 
42 185 


‚ 29 
Разность. .16 180. 


—— 


Нримпр5 2. Вычесть 36-5 ИЗЪ 61 5 №. 


‘ 


91 
36 105 


— 


99 
Разность. . 24 Е 


или 94 53. 
‚Зо 


Въ посл$днемъ примЪр$ вычитаемая дробь боле уменьшаемой; 


что даетъ т 


прибавляемъ къ уменьшаемой единицу, или — 105} 


105? 
91 . 
вычитаемъ отсюда 1. Для того, чтобы результатъ не измФнился, 


прибавляемъ единицу къ 36 и вычитаемъ 37 изъ 61, что даетъ 24. 


АРИОМЕТИКА. 6 
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„$ УП. Унножене дробей. 


142. Умножить количество на нФкоторую дробь = значить 


ВЗЯТЬ ---ХЪ В количества. 


Умножаемое количество называется множимымь, данная дробь— 
множителемз, результатъ умножен!я— произведенемз. Умножить, на- 


р 2 
примфръ, количество на - — значить взять двф трети этого коли- 


чества. Въ ариеметик$ умножаемое количество представляется ЧИ- 
сломъ, и ищется число, выражающее произведен!е. 

Пфроизведене двуль дробей равно дроби, числитель и знаменатель 
которой суть, соотвьтетвенно, произведензя числителей и знамена- 
зпелей данныхь дробей. | 


Пусть нужно умножить дробь -^ на дробь -. По опредфле- 


ь а 
ню умножен1я должно поступить -такъ: взять 1 часть дроби --, 


` а : ас 
что дасть дробь 54а? И ЭТУ часть взять с равъ, что дастъ дробь 59 
Итакъ, 


а С ас 


‘а ва: 
Замфчане 1. Такъ какъ цфлыя числа могутъ быть разсматри- 
_ваемы, какъ дроби съ знаменателями, равными единицЪ, то общее 
правило прилагается и къ тому случаю, когда множимое ееть 
цЪлое число. | 


Примтрз. т. = 


Замифчане 2. Произведене двухъ дробей не м%няется оть пере- 
становки сомножителей, ибо тогда изм$няется только порядокъ со- 


множителей, образующихъ числителя и знаменателя. 


Если произведен!е двухъ дробей: + И < умножается на 


_ третью дробь полученный результатъ умножается на четвертую 


е 
р? 
дробь 5. И Т. Д., ТО найденное произведеше называется произведе- 


н1емъ дробей. Подобное произведен!е равно, на основан предъ- 
идущаго правила, дроби, числитель и знаменатель коей `суть, со- 
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отвфтетвенно, произведен1я всЪхъ числителей и знаменателей дан- 
ныхъ дробей. Отсюда непосредственно вытекаетъ, что произведенле 
нескольких дробей не мюняется отз перемтны порядка сомножитедей. 

Изъ этой теоремы выводятся вс теоремы, которыя, на осно- 
вани аналогичной теоремы, были выведены для цфлыхъ чиселъ, 
а именно: | 


` 

Для тою, чтобы умножить число на произведенае ньъсколькить 
сомножителей, достаточно умножить ею на каждазо изь сомножителей 
посльдовательно. | 

Даля тою, чтобы умножить одно произведене на друше, доста- 
точно составить одно произведене изь всъхь сомножителей множимаю 
и множителя. 

Вь произведени какою ни есть числа сомножителей можемь за- 
мънять какихь ни есть сомножителей ить вычисленнымь произведе- 
щемъ. 


143. Замфчане. Правило умножен!я на дробь, выведенное на 
основани опредфленя умноженя на дробь, показываетъ, что умно- 
жене на дробь не всегда влечетъ за собою увеличене умножаемаго 
количества. Если множитель есть неправильная дробь, то умно- 
жене влечеть за собою увеличене множимаго; если множитель 
есть правильная дробь, то умножене влечетъ за собою умень- 
шен!е множимаго. Является теперь вопросъ: на основаши какихъ 
соображен!й то дЪйстне, которымъ занимаемся, названо умноже- 
вемъ? Для отвЪта на вопросъ дадимъ такое опредБлеше умноженйя, 
которое будетъ заключать въ себЪ, какъ частные случаи, и умно- 
жене на дробь, которымъ занимаемся теперь, и умножене на цЪлое 
число, которымъ занимались въ глав Ш. 


‚Умножить количество, выраженное числомъь А, цълымъ или дроб- 
нымъ, на число а, уълое или дробное, значить найти такое количе- 
6тв0, выраженное числомъ, которое можеть образоваться изь даннало 
количества такимь же образомъ, какимъ число а образуется изъ отвле- 
ченной единицы. 


Для того, чтобы опредБлеше это не заключало въ себЪ ни- 
чего неопредфленнаго, замЪтимъ, что подъ образоватемъ числа а 
изъ единицы понимаемъ такое образование: 

1°. Юели число а есть число цфлое, то оно есть соединен!е, 
при помощи сложен!я, а отвлеченныхъ единицъ. 


С 
2°. Если число а есть дробь, равная —-, то оно есть соеди- 


ь \ 1 
нен!е с частей единицы, равныхъ —--0ой единицы, или, на осно- 


а 
6* 
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ван!и теоремы (136), равно единиц, умноженной на с и, засимъ, 
раздфленной на 4. | 
Выполнимъ теперь надъ числомъ А то дЪйстве, опред$леше 
которато сейчасъ дали (143), и покажемъ, что дЪйсте это приво- 
дитъ къ ТЬмъ же результатамъ, къ какимъ пришли, выполняя т 


дфйств!я, которыя назвали умножешемъ на цфлое число (26) и 


умножен!емъ на дробь (149). 

1°. Если а есть цфлое число, то оно образовано изъ единицы 
‚ при помощи сложен!я ея а разъ. Для выполнен1я того дфйствя, ко- 
торое сейчасъ опредфлили, должны число А сложить само съ са- 


мимъ ‹ разъ. А это дЪйствне и есть умножеше на а, раземотр$н- 
ное выше (96). 


С 
2°. Если а есть дробное число д» То оно образовано изъ еди- 


ницы такъ: единица раздфлена на 4 равныхъ частей и одна изъ 
такихъ частей взята с разъ. Для выполненя того дфйстая, кото- 
рое сейчасъ опред$лили, должны, слЪдовательно, число А раздЪ- 
лить на 4 равныхъ частей и одну изъ такихь частей взять с разъ, 


т.-е. взять 4)” количества А (149). 


Итакъ, оба опред$ленля умножен!я—и умножене на цфлое 
число, и умножеше на дробь заключаются, какъ частные случаи, 
ВЪ ТОМЪ опредБлени, которое сдфлали. Но умножеше на ц$лое 
число влечетъь увеличен!е множимаго, а потому весьма естественно 
называется умноженемъ. Это же назвае оставляется и для того 
дЪйствя, которое назвали умножешемъ на дробь. 


8$ УШ. Д%лен1е дробей. 


144. ДЪлене количества на дробь есть дЪйстые, обратное 
умножен!ю количества на дробь. Раздфлить количество на дробь— 
значить найти второе количество, которое, будучи умножено на 
эту дробь, дастъ данное количество. Количество, данное для раз- 
дфлен!я, называется дълимымз; дробь, на которую дфлится дЪлимое, 
называется дълителемь; результатъ дЪйствя называется частные. 
Въ ариеметик® дфлимое представляется числомъ, и ищется число, 
изображающее частное. 

Пусть количество, данное для раздфлен!я, есть 4, при чемъ 


р 
дБлитель равенъ -. Обозначимъ искомое частное буквою х. По 


опред$ленио дфлен1я получимъ: 
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Знаемъ, что умножить количество х на дробь -- — значить 


а | . 
ВЗЯТЬ р `ХЪЬ количества х. На основании сего предъидущее равен- 


ство напишется такъ: 
а\-ыхъ р 

(=) количества х = А. (1) 
Равенство это говоритъ, что количество А равно (-5-}-св ко- 

личества х, взятой а разъ. Итакъ, 

1 
--Я о — А. 
ву 
| г 

Отсюда слЁдуетъ, что для полученя В: -0й частнаго, должны 
раздЪлить А на а равныхъ, частей и такихъ частей взять одну; 


( 
’для полученя же всего частнаго, т.-е. (-5-)-ыхъ частнаго, должны 


полученный результатъ умножить на 6. 
Итакъ, для получен!я частнаго должны количество А раздЪлить 


на а равныхъ частей и взять 6 разъ одну изъ такихъ частей, т.-е. 
|, 


Да 

Для тою, чтобы раздълить количество на дробь, достаточно 
умножить ее на дробь, числитель которой есть знаменатель дълителя, 
а знаменател—числитель дълителя. 


должны умножить количество А на дробь —. Отсюда правило: 


Примтрз. се раздвленныя на = даютъ въ частномъ > ь - 
“ , 
55 
ИЛИ 51° 


145. Равенство (1) показываетъ, что данное количество А есть 
& 
часть искомаго, представляемая данною дробью -. Итакъ, во вс$хъ 


т$хъ вопросахъ, въ которыхъ нужно опредЪфлить колечество х по 
данному количеству 4, соетавляющему, по условю, назначенную 
дробь искомаго количества, должно выполнить дфлеше даннаго ко- 
личества на эту дробь. Задачу эту выражаютъ короче, говоря: 


опредълить количество х по данной ею части, равной количеству А. 


146. Опред$лен!е количества по данной его части не есть 
единственный родъ вопросовъ, приводящихъ къ дфленю на дробь. 
Легко показать, что дБйстве это приходится выполнять также въ - 
тЪхъ вопросахъ, въ которыхъ, желая сравнить два однородныхъ 
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количества, хотимъ узнать, какую дробь одного количества соста- 
вляетъ другое, или на какую отвлеченную дробь должно быть 
умножено одно изъ данныхъ количествъ для получен1я другого. 
Въ ариеметикЪ количества эти’ изображаются числами, и ищется 
число, цзлое или дробное, на которое должно быть умножено одно 
изъ данныхъ чиселъ для получен!я другого. 

Пусть, въ самомъ дЪлЪ, данныя числа суть Аи В, цфлыя или 
дробныя. Хотимъ найти такое число, цфлое или дробное, на кото- 
рое должно быть умножено число В для получен1я числа А. Поло- 
Жимъ, что такое число существуетъ, и назовемъ его буквою 5. По 
опред$лен!ю задачи получимъ: 


В.тх= А. 
Но знаемъ, что В. х=х. В, и потому 
д. В =А. 


Равенство это говоритъ, что для нахожден!я искомаго т, должны 
найти такое число, которое, будучи умножено на В, дастъ А. 

Знаемъ, что подобное число х получится отъ раздфлен1я числа 
А на число В. 

Итакъ, частное при дфлени числа А на число В иметь двоя- 
кое значене: | 


19. Оно выражаетъ число, котораго часть, указываемая дфли- 
телемъ Б, равна д$лимому. Разсматриваемое съ этой точки зрЪ ия, 
частное есть множимое. Задача дфлен!я называется въ этомъ сду- 
чаБ дълемемь на ‘части по аналоги съ дфленемъ на части въ слу-, 
ча цЪлаго дфлителя. 

2. Оно выражаетъ собою дробь, показывающую, какую часть 
дЪфлимаго составляетъ дфлитель. Частное, разсматриваемое съ этой 
точки зрёшя, есть множитель. Задача дфленя называется въ этомъ 
случа дъленемь в5 смысль содержаная. 


147. Замфчане. Видимъ, что хотя дфлен!е на дробь не всегда, 
влечеть за собою уменьшене дфлимаго, ибо если дфлитель есть 
правильная дробь, то частное боле дфлимаго, если же дфлитель 
есть неправильная дробь, то частное мене дфлимаго, но, тфмъ не 
мензе, дфйстые это, какъ обратное умножению, принято называть 
дфленемъ. 
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8 ТТХ. Приложен!я теори дробей. 


148. 1°. Вертикальный столбъ раздълень на четьше части. Пеу- 


1 1 2 ы 
вая составляеть —_, вторая —_ и третья т полной высоты столба; 


5 
четвертая часть р тт там. Опредълить С столба. 


Три первыя части, соединенныя выЪотБ,  бразують 3 + ее 7 
73 
ИЛИ 1 полной высоты. Четвертая составляетъ, слфдовательно, 
11 


=. высоты, а такъ какъ она равна 


5 
5 ——‘'метрамъ, то 


11 


11 __ 5 
84 высоты — и метрамъ. 


Видимъ, что здфсь приходится опред$лить высоту по заданной 

= 11 
части этой высоты, равной | метрамъ и составляющей 84 ИСКО- 
мой (145). Искомая высота есть, слБдовательно, частное отъ дф- 


5 
лен1я -- метровъ на дробь 


г а потому равна 


84 
5. а 
и’ Ра 15. 


ли 2 Е 

Упрунй мячь отскакиваеть на высоту, равную 5 -ымъ той 

высоты, съ которой онъ падаеть. Отскочивь три раза, онъ поднялся: 
13 “ 

на высоту с метра. Чему равна та высота, съ которой мячь перво- 


начально упаль? 


Такъ какъ мячъ отскакиваетъ три раза на высоту, равную —- 


той высоты, съ которой онъ падаетъ, то та высота, на которую онъ 
окончательно поднимается, равна высотЪ, съ которой онъ перво- 


начально упалъ, умноженной послздовательно три раза на множи- 


2 2 
т.-е. на — . - . — ИЛИ на 


2 
Те 9) 99 ‘9 729. 


__ 13 
756 первоначальной ВЫСОТЫ — 16. метра, 
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т.-е. искомая высота есть частное, получаемое отъ д+лешя ее метра 
8 _ 13. 8 
на 759 › и равна. 76 =174 ое. 


3°. Кранъ, ны в00у непрерывно, можеть наполнить 


: 7 : 7 
бассейнь въ 5 часа; дрилюй кранъ можеть наполнить ею въ РЗ часа. 


„Во сколько времени мозуть наполнить бассейнъь оба крана совместно? 


7 
Первый кранъ наполняетъ бассейнъ въ —_ часа. Объемъ бас- 


7 
= того объема, который напол- 
няется краномъ въ одинъ часъ. Отсюда слфдуетъ, что въ одинъ 
часъ кранъ наполняетъ часть бассейна, равную частному отъ раз- 


сейна составляеттъ, слдовательно, 


дфленя объема всего бассейна на = ‚ Т.-е. наполняетъ ы бассейна. 
‚ Видно также, что второй кранъ наполняетъь въ одинъ часъ 

са бассейна. 
Оба крана совмЪстно выбрасываютъ въ одинъ часъ количество 


8 
воды, равное, по объему, к бассейна; слЗдовательно, 1 часъ есть 
. | 
-7 Того промежутка времени, который необходимъ для того, чтобы 
наполнился бассейнь, а потому промежутокъ этотъ есть частное 


ь 8 7 
отъ раздфленя числа 1 на -7_› или есть -5- Часа. 


Предъидуцйя задачи требуютъ, для ихъ р5шен!я, яснаго пред- 
ставлетя о томъ, что значитъ умножить или раздБлить количество 
на дробь; но это есть единственное затруднен!е, которое они пред- 
ставляютъ. 


$ Х. Обобщене теор1и дробей. 


149. Частное отъ раздфлен!я двухъ пфлыхъ чиселъ можемъ 
представить въ видф дроби, написавъ числа эти одно подъ дру- 
гимъ и отдфливъ ихъ горизонтальною чертою. Обозначене это 
часто употребляютъ и для частнаго, происходящаго отъ раздфленя 
дробныхъ чиселъ; напримфръ, обозначаютъ частное отъ разд$лен!я 


5 

дробей: 2 И = такъ: = И даютъ подобнымъ выраженямъ назва- 
4 

н1я дробей. 


Важно показать, что вс правила, относяцйяся къ исчисленю 
дробей, прилагаются, безъ исключен1я, и къ подобнымъ выраже- 
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н1ямъ. Для сокращен!я письма будемъ обозначать числителя и зна- 
менателя этихъ дробныхъ выражен! буквами а и 6. 
ТЕОРЕМА. Можно умножить на одно и то же число, цтьлое 


. а 
или дробное, оба члена выраженля ъ: 


Пусть т какое ни есть число; нужно показать, что 


Обозначимъ буквою 4 значене частнаго = 


Хотя аи 6 суть числа дробныя, но 4 всегда будетъ равно 
дроби съ цфлыми членами, ибо частное отъ дфлен!я двухъ дробей 


есть дробь. _ 
ИмФемъ, по опредленю, 


а=а. 6. 


` 


Умноживъ об части этого равенства на число т, .получимъ: 
а.т=4а.6.т=9д.(.т). 


Это новое равенство показываетъ, что 4 есть частное отъ раз- 


дфлешя а т наб. т. | 
ИмФемъ, слФдовательно, 


Это и есть именно то, что требовалось доказать. 
Заифчане. На основан!и предъидущей теоремы можемъ приво- 
д . 
дить дроби вида -_ къ одному и тому же знаменателю совершенно 
такимъ же образомъ, какимъ дфлали это съ дробями, у которыхъ 
члены суть числа цфлыя (138). 
Отсюда выводимъ методу сложеня и вычитан!я этихъ выра- 


жений. 
150. ТеорЕмА. Произведене двухь выражений: + И = равно 


произведеню числителей, раздълениому на произведеве знаменателей. 


Назовемъ буквами а и4, дроби съ цфлыми членами, соотвЪт- 


* а С 
ственно равныя дробнымъ выражешямъ: -- И -у_, Т.-е. ПОлОЖИМЪ: 
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Отсюда, по опредвленю, получимъ: 
@=0ь 0, 6е=9. 38. 


'Произведене первыхъ частей этихъ равенствъ должно быть 
равно произведеню вторыхъ частей, а потому 


а.с=(.5).(4,.9=(“.4). 6.4. 


Это равенство выражаетъ, что произведете 9.4, равно част- 
ному отъ раздлетя а.с наб.а, т.-е.: 


Это есть именно то, что требовалось доказать. 
151. ТЕОРЕМА. Для тою, чтобы раздълить количество на выра- 


а . . © 
>; достаточно умножить. езо на обращенное выражене в` 


Пусть нужно раздЪлить количество А на дробное выражен!е 


женле 


ъ > 
т.-е. найти количество (), которое, будучи умножено на >. ‚ дасть А; 


должны имЪтЬ: 
[1 
А — (4) . Ь. ® 
. {6 
Умножимъ 06$ части этого равенства на выражене =» по- 
лУучимъ: 


д.2 =9.@.-2 0. (=: „)= 0. 


а 


Это есть именно то, что требовалось доказать. 


^^, 
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Десятичныя числа. 


——__ 


8 Г. Опредзленя. 


152. Простота вычислен!й, относящихся къ цфлымъ числамъ, 
вытекаетъ изъ того закона убыватя, которому сл$дуютъ единицы, 
соотвзтетвуюцщя различнымъ цифрамъ числа. Законъ этотьъ не за- 
ставляетъ останавливаться на цифрЪ иростыхъ единицъ; можемъ на- 
право отъ нея помфщать новыя цифры, изъ которыхъ первая бу- 
детъ выражать десятыя, вторая—сотыя, третья—тысячныя, и т. д., 
такъ что каждая единица будетъ въ десять разъ мене предъидущей. 
Числа, написанныя такимъ образомъ, называются десятичными чи- 
слами. При изображеши ихъ помфщаютъ обыкновенно запятую 
посл цифры простыхъ единицъ для того, чтобы указать, гдЪ на- 
чинаются цифры, выражаюция дроби единицъ. 

Примтрь. 315, 483 означаетъ 375 единицъ, 4 десятыхъь, 8 со- 
ТЫХЪ, 3 ТЫСЯЧНЫХЪ. 


$ П. Способъ произносить десятичное число. 


153. Принятый законъ убыван!я позволяетъ преобразовывать 
единицы какого ни есть порядка въ единицы слБдующихъ поряд- 
ковъ. НапримЪръ, въ числ 375. 483 цифра 4 выражаетъ безраз- 
лично и 4 десятыхъ, и 40 сотыхъ, и 400 тысячныхъ; цифра 8 
выражаетъ и 8 сотыхъ, и 80 тысячныхъ; и, наконецъ, 3 выра- 
жаетъ 3 тысячныхъ. 

Данное число можетъ быть произнесено такъ: 375 единицъ и 
483 тысячныхъ; но 375 единицъ представляютъ 375000 тысячныхъ, 
а потому‘ можно прочитать данное число такъ: 375483 тысячныхъ. 
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Обыкновенно выговариваютъ сперва цфлую часть десятичнаго 
числа, потомъ обращають три первыя десятичныя цифры въ ты- 
сячныя, три слфдующя— въ миллонныя, и т. д. 

Примтрз. 1783,213517823 читается: 1783 единицы, 913 тысяч- 
ныхъ, 517 милонныхъ, 823 биллонныхъ. Если число десятичныхЪъ 
цифръ не есть кратное 3, то, при произнесен!и числа, оканчиваютЪ 
выговариватемъ десятичныхъ единицъ, изображаемыхъ послфднею 
цифрою или совокупностью двухъ послФднихъ цифръ. 

Примтрз. 37,51421783 читается: 37 единицъ, 514 тысячныхъ, 
_917 миллюнныхъ, 83 сто миллюнныхъ. | | 

154. Замфчане 1. Порядокъ единицъ, выражаемыхъ цифрою, 
зависитъ только отъ м$ста, занимаемаго. цифрою посл запятой, а 
потому можемъ, не изм$няя значен!я десятичнаго числа, помфщать 
нули направо отъ него. ВелФдетве этого число цифръ десятичнаго 
числа можетъ быть сдфлано кратнымъ 3, и само число можетъ быть 
разложено, во всЪхъ случаяхъ, на единицы, тысячныя, милллонныя 
И т. Д. 

Заифчане 2. Для того, чтобы увеличить или уменьшить деся- 
тичное число въ десять, сто, тысячу, ... разъ, достаточно пере- 
мфетить запятую на одинъ,* два, три, ... знака направо или на 
одинъ, два, три, ... звака налЪво, ибо тогда каждая цифра зай- 
метъ м$сто, увеличивающее или уменьшающее ея значеше въ де- 
сять, сто, тысячу, ... разъ. Если число цифръ не позволяетъ сдЪ- 
лать подобнаго перенесен1я, то увеличиваемъ число цифръ помЪ-' 
щенемъ нулей направо отъ десятичныхъ цифръ или налЪво отъ 
Цфлой части. 

Примтрз. Пусть нужно раздёлить 75,342 на 1000000. Пере- 
носимъ запятую вл$во на шесть знаковъ, для этой пли пишемъ 
число такъ: | | | , 


0000075,342_ 


и получаемъ: 


0,000075349. 


Для умножен!я даннаго числа на миллюонъ переносимъ запя- 
тую вправо на шестъ знаковъ, изобразивъ сперва число такъ: 


75,349000, 


И получаемъ число: 


15342000. 
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$ 1. МУреобразован!е десятичнаго чиела въ десятичную дробь. 


° 155. Пусть, наприм$ръ, дано десятичное число 75,39178, по- 
слфдняя цифра котораго выражаетъ стотысячныя. Его можно про- 
читать такъ: 7532178 стотысячныхъ; оно равно, слФдовательно, 


7532178 __ 7539178_ 
100000 о 1% ° 


И вообще, пусть дано десятичное число: 


РТ 


С, а. 945@5 о оз Чр—1@р, 


въ которомъ буквы: а,, а,, ... ар, а, означаютъ цифры числа, 
‘слфдуюцщия посл запятой. Число это можетъ быть представлено 
такою суммою: 


_ 
. 


а -- 0,а, -- 0,0а, —- 0,00а.--... -- 0,000... ба», 


или, что то же, такою суммом: 


вы 
“то а ое тео 10.0 ие 
ИЛИ такъ: 
га а 
ас о 10 чет -.. +6; 


Приведя всЪ эти дроби къ общему наименьшему знаменателю, 
равному 102, найдемъ: 


а. С а п м (; . ЛОР 
Е Е = и 1 к ИЕ: т ы 
Сумма этихъ дробей равна дроби: 


а. 107 ра: - 10а, . 10° "аз. 10... Ра 
10? | 


Результатз этотз, представляя десятичную дробъ, зоворитз, что 
десятичное число равно десятичной дроби, числитель которой равен. 
данному десятичиому числу, въ которомь уничтожена запятая; зна- 


.-—. 


—— 


—— = 
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менатель есть степень десяти, показатель которой равенз числу 
десятичныхь знаковз. 

Взаимно, всякая десятичная дробъ равна десятичному числу, 
которое получим, отдъливь запятою, отз правой руки кз лтъвой, 
столько знаковь чисдителя, сколько единиц в5 показатель степени 10, 
изображающей знаменателя. 


Примтурз. 
275 __ 275 _ пойк. 
1000 — 10 = 6,275; 
275 _ 975 
109000 10% о ооать. 


]56. ТЕОРЕМА. Десятичная единица какою ни есть порядка 
боле суммы чиселъ, выражаемыхь цифрами, сльдующими за чифрою, 
соотвютетвующею этой единиц. 

° Пусть дано десятичное число: 


ъ > 


С, аа. 4. оо оф Чт +-1 ооо ЯЧт--р. 


Требуется доказать, что единица, соотвфтствующая цифр» а», 
боле суммы чиселъ, изображаемыхъ всфми слфдующими цифрами: 
Аи) @в42, ...) вр. Ясно, что единица, соотв тствующая цифр 

1 
а», есть десятичное число 0,000... 01, равное десятичной дроби 80°} 
сумма же чиселъ, изображаемыхъ цифрами: ан+1, @в42, ...) @вуь, 
есть десятичное число 0,000... 0 аи+1. .... ар, равное деся- 


@т--1 Я@п--2 вое @т-|-р 


тичной дроби ЕР . Хотимъ доказать, что дробь 


10" 
@п--1... @т-р 99...9 
10+ — "ТОНЕР: ? 


ибо каждая - цифръ: ль — Яа,4р Не боле 9. Если успфемъ 
доказать, что 


болфе дроби . ПослЪдняя дробь не болФе дроби 


болЪе дроби то докажемъ теорему. Числи- 


10° Зе ? 
тель 99... 9 есть пфлое число, въ которомъ цифра 9 написана 


ф разъ, а потому 


99... 9—= 102 —1; 
отсюда слБдуетъ: 


99... 9 _ 1—1 __ 19-1 _ 1 1—1 
Е ОЕ 10"? 10”. 10 10”° 10° 


| правую часть этого равенства, видимъ, что она 


в: | 
менЪе —„ то ибо множитель т. на который умножается менфе 


1 
10° 


ДЕСЯТИЧНЫЯ ЧИСЛА. _ 95 


единицы, такъ какъ числитель 102Р—1 менфе знаменателя 102. 


99. ® .9 . 
Итакъ, доказали, что дробь 10" 2 › & слБдовательно и десятичное 
число 0,00... О@н41@,-+2 ... аи,, Менфе единицы, соотвЪтствую- 


щей цифр$ а». 

Теорема эта важна: она, между прочимъ, показываетъ, что одно 
`‘и то же число не можеть выражаться двумя различными способами 
при помощи десятичныхь чисель. И въ самомъ дЪлЪ, если двЪ деся- 
тичныя цифры различны, то ихъ разность выразитъ, по крайней 
мфрЪ, десятичную единицу, соотв тствующую порядку цифръ. Раз-. 
ность эта не можетъ уничтожиться разностью въ обратномъ смысл 
между сл5Здующими цифрами. 

15%. Если в5 десятичномъ числь будуть отброшены всъ деся- 
тичныя цифры, помющенныя направо отз нюкоторой цифры, то 
полученная ошибка будетз менъе десятичной единицы, соотвьт- 
ствующей посльдней сохраненной цифръ. И въ самомъ дЪлЪ, ошибка 
эта равна суммЪ чиселъ, выражаемыхъ отброшенными цифрами, а 
сумма эта, по доказанной теорем, менЪфе единицы, соотвфтетвую- 
щей посл$дней сохраненной циафрф. | 

Пуеть данное десятичное число есть 


а, 4,454 фо ЯвЧя--1 еое Я пр. 


Отбросивъ десятичные знаки: 441, @в+а, ..., @ирр И ЗАМЪНИВЪ, 
слфдовательно, данное число числомъ 


„ 


я ошибку, меньшую т(л Е _. Равсмотримъ слБдующе три случая: 


°. Пуеть первая изъ о а цифръ, а„:1, менЪе 5. 
Въ этомъ случа отбрасываемая часть, равная числу 0,00... 
... Оаан2 ... ая—1, будетъ менфе числа 0,00... 0,5, ибо сумма 
чиселъ, изображаемыхъ знаками: а„--2, @зз, ..., ав», МенЪе еди- 
ницы, соотв тствующей знаку а„1, который самъ по себЪ менфе 
ПЯТИ. - 
Итакъ, допущенная ошибка будетъ менфе числа: 


О: Е р Е 
о 10" ^ 101.2 10.2 2.10"  10"` :. 


т.-е. будетъ менЪфе половины десятичной единицы, соотв5тствующей - 
послёдней сохраненной цифр, при чемъ допущенное число менЪе 
истиннаго. 


‘ 
+ 
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29..Пуеть отбрасывается нфсколько. цифръ, при чемъ первая 
изъ отбрасываемыхъ цифръ равна 5 или болфе пяти. Ошибка, ко- 
торую дфлаемъ и которая выражается отброшенною частью даннаго 
десятичнаго числа, равною числу: 


| 0,000 а Оаи 1-2 ... Я@я-р, 


болЪе числа: 


ь и менЪфе дроби ь, 


1 
—0, 00... 05 = = 
Р 10" 2.10” 10” 


Означивъ данное число и число 
а, аа. ... ая 
соотвфтственно буквами А и /А,, получимъ: 
А = Ат, | ! 
откуда А, = А — т, гдБ т менЪе дроби 5; 
Увеличивъ въ числ$ А, ни ао ИО а„ на 


единицу, получимъ новое число А —- сл. Легко показать, что число 


это боле даннаго числа А на число, меньшее половины десятич- 
ной единицы, соотв$тствующей цифрЪ а». 
И въ самомъ дЪлЪ, 


1 ] 1 
А, (Ат) = + (т). 


Итакъ Г - — 36% т болже данной дроби на число ток. Это число 
, 1 1 1. 
менБе числа т — р (ибо п болЪе р), равнаго 0 — 510" = 10": 9, 


что и хотЪли показать. 
3°. Пусть отбрасывается только одна цифра, равная 5, въ 
числЪ: 


а, ааа. ... 95. ‘= 
Взявъ число: 


а 
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ВЫ И при чемъ взятое 
10" 9.10" —_ 10” ы ) р 


сдфлаемъ ошибку. равную: 
число будетъ боле даннаго. 
Итакъ: Если первая изъ отброшенныхь цифрз менъе пяти, то 
оставшееся число менте истиннало на число, меньшее половины еди- 
ницы тозо порядка, который соотвътствуеть послъдней неотброшен- 
ной цифръ. Если же первая изз отброшенныхь цифрз равна 5 или болте 
пяти, при чем число отброшенныхь цифрз болте одною, а послъдняя 
сохраненная цифра увеличена на один, то полученное число болте 
истиннало на число, меньшее половины единицы, соотвютсетвующей 
послъдней сохраненной иифръ. Если же отбрасывается только одна 
цифра, равная 5, то полученное число будеть менте истиннаю или 
боле истиннало на число, равное половинт единицы, соотвътствующей 
посльдней сохраненной цифръ, смотря по тому, оставимз ли послтд- 
нюю неотброшенную цифру сохраненною или увеличимъ ее на одинз. 


Примтрз. Пусть данное число есть: 
а = 6,234565. 


Взявъ, вмЪ$сто него, чиело 6,23, сдлаемъ ошибку съ недостат- 
коме, меньшую половины одной сотой. Взявъ же дробь 6,235, сд$- 
лаемъ ошибку съ избыткомь, меньшую половины одной тысячной. 
Взявъ дробь 6,23456, сдБлаемъ ошибку съ недостатком», равную 
половинЪ одной стотысячной; взявъ же, наконецъ, дробь 6,23457, сдЪ- 
лаемъ ошибку съ избыткомз, равную половинЪ одной стотысячной. 

Разность между точнымъ значетемъ числа и его приближен- 
нымъ значеншемъ называется абсолютною ощиибкою; отношете же 
допущенной ошибки къ точному числу называется относительною 
ошибкою. 

Замфняя, напримфръ, десятичное число 87,24 числомъ 879,2, 


дфлаемъ абсолютную ошибку, равную 0,04, и относительную рав- 
1 


ИЛИ 195. 


НУЮ 87954 


$ ТУ. Перодичееюя десятичныя чиела. 


` 


158. Перзодическимь десятичнымь числомь называется десятич- 
ное число: 


Я ОАО Вы ООВ ло бык еасх 0 


заключающее беяраничное число цифрз, при чемз нюкоторая совокуп- ` 
ность цифрз (56, ... 6), сльдующихь за ньъкоторою цифрою ар, 
повторяется в5 одномз и томьъ же порядкъ. 
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Совокупность (65,6, ... 6.) повторяющихся цифръ называется 
перзодомз. 
Примпфь. Десятичныя числа: 


2, (451) 451 ...; 79,36 (957) 957 ... 


суть пер1одическя, при чемъ пер1оды соотв$тственно суть: 451 и 957. 
159. Взявъ въ перодическомъ десятичномъ числ только п 
перюдовъ и откинувъ вс остальные, получимъ десятичное число: 
А, аа, ... а›(6.6.... 6)... 665. ... в. __ (<) 

160. Относительно числа (2) докажемъ слфдующую теорему: 


Теорема. Предълз, кз которому стремится десятичное число (2) 
при безраничномъ возрастании п, равенз дроби: 


Ааа, ... @еб:0,... 09 — Ааа... бр (3) 
(107—1). 10Р | 


И въ самомъ ДФлЪ, назвавъ десятичное число (2) буквою т, 
найдемъ: 


1021. 2= Ааа, ... аб Ь, ... В, 6..1)... ... 6 


1 


107. = Ааа, ... а, 6..5)... В, 


при чемъ въ правой части перваго равенства число перюдовъ, сл$- 
дующихъ посл запятой, равно ("—1), а въ правой части второго 
равенства это число есть п. | 

Равенства эти могутъ написаться такъ: 


Ь.В ... ба) ЬЬ ...Б ... (6:6 ..о ба) —1 

10247. х = Ааа. а арб: 6. ... (7 — Абак дач Он од ` 
(6.6 ...б р.б ...Б ... (6.6 ...б --1(6.5 ... ба) 

102. = Ава, ... РР д. новини, 


Приводя дробь, помфщенную въ правой части перваго равен- 
ства, къ знаменателю 10”1, т.-е. преобразуя ее въ дробь: 


(6:6х- + -ба)1(В.бь. - „бад. - -(буВз. - „ба)и—1(010» . - „Оа)м 
10" : 
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и вычтя, посл$ сего, предъидупия равенства по частямъ, получимъ: 
102(101 — 1)5 = Ааа арб. 6 р, — Ааа О, 
1 3 Ф оф Р 1 р вое $ 1 р оо 2 ] 
а отсюда найдемъ: 


107(10°— 1) —*- 109 — 


Аа: а....@рб.6....6, — Аа,а.. .. р 6.6,...6 ] м (4) 
Такъ Какъ 10 с < 1, то, начиная съ н$котораго п, степень (5) 


становится и к быть менфе всякаго заданнаго числа, 
напр., менфе числа: 


107(10* — 1) 
Ь.6.. . . ба ь : 


гдЪ ях сколь угодно малое заданное число '), и, слЪдовательно, 
правая часть равенства (4), а вмфетВ съ тёмъ — и л$фвая, стано- 
вится и продолжаетъ быть менфе числа: 


Ь. 6... „Ы 107(107 — 1) 
107(107—1) ° 66... 


& —&а. 


Итакъ, разность между постоянным числомъ: 


Аа. ао. . . арб 6%. . . ба = Ааа. . . @р 
10*(10°—1) 


И перемюннымь т, начиная съ н%котораго п, становится и про- 
должаетъ быть менфе всякаго заданнаго числа а, т.-е. это по- 
стоянное число есть предъль, къ которому стремится перем$нное 
число х при безграничномъ возрастан!и п. А это именно то, что 
хотфли доказать. 


161. Дробь (3) называется истиннымь значешемз перлодическало 
десятичназо числа (1). Обыкновенно говорятъ, что пер1одическое 
десятичное число (1) равно дроби (3), и пишутъ: 


р Ре, — 
Ааа... @:616....6 — Аа ‚3. ..@р Аца....@2010....69— Ааа... @р 


(107 — 1)10? 9,9....940,0,...0р 


Итакъ: Перзодическое десятичное число равно дроби, числитель 
коей представляеть разность между цълымь числомь, образованнымз 


1) См. Н. Билибинь. „Алгебра“. Изд. 5. 1911. Стр. 484. 
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цифрами до второтю пертода, и цълымз числомъь, образованным циф- 
рами до первало перзода; знаменатель есть число, образованное циф- 
рою 9, написинною столько разз, сколько цифр в5 перлодь, и сопро- 
вождаемою пулями, число коихь равно числу цифрз, стоящить между 
запятою и первою цифрою первазо перлода. 


Примпры. 

_1°. 0,(69)62 = =, 
2°. 5,(34)34 —... = —2 = 5%, 
30. 0,31(659)659 ... Е 
4°. 32,1(69)69 ... = АИТ Ве 


$ У. Обращене обыкновенныхъ дробей въ перодичеевя. 


162. ВидЪфли (137), что не всякая обыкновенная дробь можетъ 
быть представлена десятичнымъ числомъ; слфдовательно, не всякое 
количество способно выражаться въ десятичныхъ доляхъ единицы. 

Покажемъ, однако, что всякое число можеть бъить представлено 
десятичнымз числомь сз ошибкою, которая можеть быть сдьлана 
сколь уюдно малою. 


Для сей цфли введемъ слфёдующее поняте: 
| | а 1 
Значенями дроби $ 6% точностью до 10"› 68 недостатком # 
с5 избъыткомь, называются соотвютетвенно десятичныя числа: 


А. аа, ... алая и А, аа, ... (а 1), 


отличаюиияся друз отэз дрма на и удовлетворяюиийя сльдую- 


1 
10" 
щим условяма: 


А, а, ... @в—1а, = + <А, аа... ща, |1. (5} 
Такя числа существуютъ, ибо условя (5) даютъ: 


- а. т 
„4 а 4. в оо Я С@ъ = 


< йе. а... @в1(@ 1) 
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и показываютъ, что цфлое число: 


| Ааа. ... а» аи | | | (6) 


т 
есть наибольщее цфлое число, заключенное въ дроби а Озна- 


| а.10" р 
чивъ это наибольшее число символомъ: Я", получимъ: 


а.10” 
Е 


А, аа. . @я—1@, —= 0" ‹Т) 
а.10” 
т! | 
А, а. а. аъ а, (а, -— 1) -=— т _ (7 ) 
Условя (5) даютъ: 
$—4, аа, ... а < А, аа. ... (а 1)-— Ааа. ... ав, 
или, что то же, 
а ‚1 
$ — 4, а,а, ... @я < пм. (8) 


Неравенство это говоритъ: 


а 
1°. Дробь ф оТличается отз десятичнало числа (7) менте, чьмь 

1\” р. 
на число (55) ‚ которое, при достаточно большомз п, можеть быть 


сколь уюдно мало, ибо 5 а 


2°. Дробь т есть предтъьлз, кз которому стремится десятичное 
число (7), козда п безранично растетз. | 

Примьры. 1°. Значен!е дроби т съ точностью до в съ недо- 
статкомъ есть: 


2: 10° 200000 
И 7т_ _ 28511 _ 
О 10—99 


такъ что 


0,8571 < = < 0,2857, 


Десятичное число 0, 2857 1 представляетъ наибольшее число 


2 
стотысячныхъ долей единицы, заключенныхъ въ дроби я. 


съ точностью ДО съ недостаткомъ, 


3 
0 
2. Значене дроби = 30 т 


есть: 


с рей 300 
Ел-б * 10 _Й 40 _7 _ 
0 =- 


Е 3 “Ё 
3°. Значеше той же дроби © СЪ точностью до цз, съ недо- 
статкомъ, есть: 


Е Зе 80 
40 40 75 
О Е 


Заифчане. Дробь т точно равна числу 0,075, т.-е. равна точ- 


ному числу тысячныхъ; это точное ея значене получили, находя 
зя значете съ точностью до одной тысячной; образовывая значен!я 


той же дроби съ точностями до будемъ получать одинъ 


11 
10: 10$ ых, 
и тотъ же результатъ. 


И вообще: Если дробь 5. выражается точно въ (5%) дОЛЯхЪ И 


равна, сл$довательно, нфкоторой десятичной дроби, то, находя зна- 

1 1 : 
10"? 10"-+1? 10"+2 
одно и то же десятичное число: 


чения ея съ точностями до ., будемъ получать 


А, ааа. ... @в, 


равное этой десятичной дроби. 


163. Обратить дробь в5 десятичное число значитз найти посль- 
довательно десятичныя числа, представляюиия значеня этой дроби 


пт 1 
н 9 статкомь и сб ТОЧчЧНОоСстями до — т 
ОО 10? 100’ 1000? °`°’ 


покажут» соотвътственно наибольиия числа десятыхь, сотыхь, ты- 
сячных5, ... долей единицы, заключенныхь в5 разсматриваемой дроби. 


эти значензя 


164. Если значеште дроби + съ точностью до С съ недо- 


статкомъ есть: 


А, аа.а, ... @, 
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1 


то значен1я этой дроби съ недостаткомъ СЪ ТОЧНОСТЯМИ ДО 10? 10 


1 
1073. соотвЪтственно суть: 
(а) А, а, а; а, А, 2, @.@з; 


ибо, на основани условй (5) и (156), получимъ: ь 
А, а, <;<4, (а -- 1); 4, аа, <. <4, а (а, 1); ит. д. - 


СлЪдовательно, обращене данной дроби въ десятичное число мо- 
жетъ быть совершено такъ: 


| 
ы А, а.а,а.а.а, .... 
ВО 
В.О 
‚В.О 
В.О 
В.0 , \ 


ДФлимъь а на 6; частное А есть цфлая часть искомаго десятич- 
наго числа. Остатокъ А, умножаемъ на 10, что равносильно умно- 
жен!ю а на 10; произведене А.О, будучи раздфлено на 6, даетъ 
цифру а, десятыхъ. Остатокъ В. умножаемъ на 10, что равно- 
сильно умноженю а на 100, и дфлимъ А,О на 6, что даеть въ 
частномъ а,, цифру сотыхъ, и остатокъ В. И Т. Д. 

165. ТЕОРЕМА. Всякая обыкновенная дробь, при своемз обраще- 
наи в5 десятичное число, дасть десятичное число, или оканчивающееся, 
или перлюодическое. 


Обращая дробь +. въ десятичную указанною сейчасъ методою, 


иолучимъ одинъ изъ ны двухъ случаевъ: 
1°. Одинъ изъ остатковъ: А,, В., В,, ... равенъ нулю. Въ этомъ 


р | 
случа дробь $ выражается точно въ десятичныхъ знакахъ. 


2°. Ни одинЪъ изъ остатковъ неравенъ нулю. Такъ какъ каждый 
изъ остатковъ: А,, А., А., ... есть число. меньшее В, то число 
различныхъь остатковъ ограничено, и, послЪ н$котораго числа д 
лен, по большей мЪрЪ равнаго (6 — 1), получимъ одинъ изъ 
предыдущихъ остатковъ, ибо число различныхъ пфлыхъ чисельъ, 
меньшихъ 6, равно (6 —1). Однообразе методы получен!я различ- 
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ныхъ цифръ будетъ причиною того, что частныя и посл$довательные 
остатки будуть повторяться въ одномъ и томъ же порядкБ, и деся- 
тичное число будетъ, слФдовательно, перодическимъ. Если бы, на- 
примфръ, получили: г, =т,, то имфли бы: а, =а,, г, =!",, а. =а,, 
г, —=7,, а, =@а, И Т. Д., и десятичное число представилось бы такъ: 


А, аа.а.аа, .... 


5 166. Итакъ, слЗдовательно, дробь ъ, неравная десятичному 


числу, производить, при своемъ обращен!и въ десятичное число, 
пер!одическое десятичное число: 


А, ва, ... а»(ЬВ. ... 64), (616. ... 6.), ... (66. ... в)». (1) 


. а 
Знаемъ, что ‘дробь >. есть предфлъ, къ которому стремится 


число (1) при безграничномъ возрастани я (168). Съ другой сто- 
роны знаемъ, что предфлъ, къ которому стремится число (1), при 
безграничномъ возрастан!и п”, равенъ дроби (160): 


а ОЕ 68, (2) 
(10 — 110? | | 


Принимая теперь во вниман!е, что одно и то же перем$нное ') 
число не можетъ стремиться къ двумъ различнымъ предфламъ, 
заключаемъ, что | 


а ва Аа! а .. арб! 6. оз [77 и Аа: а э.о Ир 


[ИИ (10° — 1)10® — — 


167. Перодическя десятичныя числа, въ коихъ пероды начи- 
наются непосредственно ПОоСЛЪ запятой, называются чистыми; въ 
противоположномъ случаЪ они называются смюшанными. 


. а 
Спрашивается, при какихъ условяхъ ‘несократимая дробь -;. про- 


ИзЗвоДиТъ чистое перодическое десятичное число и при какихъ — 
см5шанное? 


Отв®томъ на этотъ вопросъ служатъ слфдующ]я теоремы: 
а 
168. ТЕОРЕМА 1. Если несонратимая дробь $; производить чистую 


пертодическую дробь, то ея знаменатель не дълится ни на 2, нина 5. 


1) См. Н. Билибин». „Алгебра“. Изд. 5. 1911. Стр. 481. 


ДЕСЯТИЧНЫЯ ЧИСЛА. | 105 


а . 
Итакъ, положимъ, что дробь ъ производить чистую перюди- 
ческую дробь: 


2 (0:0 або бов Е 
Выражеше (2) приметъ видъ: 


АФ.Ь,...,— А 
109—1 › 


и, слфдовательно, 


а _ 466,...6—А 
о 1 с 


Такъ какъ дробь $ несократимая. то (135) 


104—1=6.К, 


гдф А н%которое цЪлое число. 

Такъ какъ число 10—1 не дфлится ни на 2, ни ва 5, то и 
число 6 не можеть длиться ни на 2, ни на 5 (113), что и требо- 
валось доказать. 


169. ТЕОРЕМА 2. Если несократимая дробь и производить смь- 


шанную пелодическую дробь, то ея знаменатель 6 дфьълится на одно 
изъ чисель 8 и 5 или на оба совмьстно. 


и 
Итакъ, положимъ, что дробь -„ производить смфшанную пе- 


р1одическую дробь: 


А, аа, ... ар, ... 6)... 66, ... В. 
Видфли (166), что 
а __ Аа: а. ака азб,6.5 ее [721 ее Ааа» ... @р 


о (109 — 110# 


Такъ какъ лфвая дробь несократима, то она происходить изъ 
правой черезъ сокращев1е этой правой, которая, однако, не можетъ 
сокращаться на 10, ибо таковое сокращене требовало бы, чтобы 


а, =6., и тогда перодъ былъ бы (а,6.6, ... 6,-1:), что не иметь 
м$ста. 
. 170. Предъидущ!я двЪ теоремы даютъ необлодимыя условя 


обращен!1я несократимой дроби въ чистое и см$шанное перодиче- 
скя десятичныя числа. 
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Достаточныя усломя доставляются сл$дующими теоремами. 


171. ТЕОРЕМА 3. Если знаменатель несократимой дроби не дъ- 
лится ни на 2, ни на 5, то дробь производить чистое перлюодическое 
десятичное число. р | 

И въ самомъ дфлЪ, если бы эта дробь не производила чистаго 
пер!одическаго десятичнаго числа, то она производила бы или де- 
сятичную дробь, или смфшанное перюодическое десятичное число. 
Въ первомъ случаЪ знаменатель ея не длился бы на иныя числа, 
кром$ 2 и 5 (137), во второмъ — онъ дфлился бы на одно изъ 
чиселъь 8 и 5 или на оба совмФстно (169). И первый, и второй 
случаи противор$чатъ услов!ю. 


172. ТкорРЕМА 4. Если знаменатель несократимой дроби, дълясь 
на 2 или на 5, или на оба числа совмъстно, дълится еще на друавя 
простыя числа, то 0дробь производить  смъшанное пелодическое 
число. | 

И въ самомъ дЪлЪ, если бы эта дробь не производила см$шан-_ 
наго перодическаго десятичнаго числа, то она производила бы или 
десятичную дробь или чистое пер1одическое десятичное число. Въ 
первомъ случа ея знаменатель не длился бы на иныя чиела, 
кромЪ 2 и 65 (137), во второмъ — онъ не д$лился бы ни на 2, ни 
на 5 (165). И первый, и второй случаи противорфчатъ условю. 

173. Предъидупия дв$ теоремы даютъ достсипочныя условя обра- 
щен!я несократимой дроби -- въ чистое или смЪшанное перодиче- 
ское десятичное число. | 

174. Итакъ, всЪ несократимыя дроби, въ разсужден!и обрати- 
мости ихъ въ десятичныя числа, раздЪляются на три класса: 

1°. Дроби, знаменатели коихъ имфютъ видъ 2"”5”. Таюмя дроби 
производятъ дроби десятичныя. и 

2°. Дроби, знаменатели коихъ не длятся ни на 9, ни на 5. 
Эти дроби производятъ чистыя перюдичесмя десятичныя числа. 

3°. Дроби, знаменатели коихъ имфють видъ 27"5"с, тдЪ, по край- 
ней мЪрЪ, одно изъ чиселъь ти п не равно нулю и гдЪ с не —=1 
и не дфлится ни на 2, ни на 5. Эти дроби производятъ см шанныя 
пер1одическля десятичныя числа. . | 


175. Замфчане. Существуютъ тамя пер1одическя десятичныя 
числа, которыя не производятся обыкновенными дробями при ихъ 
обращении въ десятичныя числа. ПримЪромъ сему можетъ служить 
число: 


А, ча а›999... (й) 


112 *.°’ 
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И въ самомъ дфлЪ, если бы это число производилось обыкно- 
венною дробью, то дробь эта равнялась бы дроби: 


Аа:а,... аг9 — Аа:а....ар __ Ааа... ар. 10--9— Ава... ар 
(10 — 1)10Р —_ 9. 10Р 
Ааа... ар9 9 __ Ааа... Чр-1 
9. 107 —. _ 102 : 


т.-е. равнялась бы Десятичному числу. 

Можно было бы показать, что перюдическ!я десятичныя числа 
вида (й) сутъ единственныя, которыя не производятся обыкновен- 
ными дробями. 


176. Полученные выше результаты (174) могутъ быть найдены 
независимо отъ разсматриван1я истинныхъ значений пер1одическихъ 
десятичныхъ чиселъ (161). И въ самомъ дфлЪ, докажемъ слЕдующя 
теоремы, которыя интересны т$мъ, что опред$ляютъ числа цифръ 
въ перодЪ и въ неперодической частн. 

197. ТЕОРЕМА 1. Если знаменатель `несократимой дроби есть 
число, простое съ 10, т.-е. не дфълится ни на 2, ни на 5, то дробь, 
при своемь обращении въ десятичную. производить простую петоди- 
ческую дробь. Число цифрь перода равно числу чифръ въ первомъ изь 
уильхь чисель ряда: 


10—1, 10° —1, 108 —1,..., 10" —1,..., 


которыя дълятся на знаменателя данной дроби. 
р 
Пусть дана несократимая дробь - ‚ знаменатель которой есть 


число простое съ 10. Требуется ъ‘доказать, что дробь эта, при 
своемъ обращени въ десятичную, произведетъ дробь простую пер!о- 


дическую. Обращен!е дроби т въ Десятичную производится, какъ 


извЪфетно (164), такъ: дЪлимъ а на $, получаемъ остатокъ А,; къ 
этому остатку приписываемъ справа нуль, полученное число А,О 
дфлимъ на 6, находимъ остатокъ А,. Мы получили бы этотъ оста- 
токъ, для а. 10 наф. Къ остатку А, приписываемъ справа нуль, 
число А.О дфлимъ на 6, находимъ остатокъ А. Мы нашли бы 
этоть остатокъ, дФля а. 10? на В, ит. д. — 


Итакъ, видимЪъ, что остатки: 


В Ро Полы Ро (1) 


> С | а ь 
получаемые при обращен!и дроби -, въ десятичную, суть остатки 
отъ дфленя чиселъ: 


а, а. 10, а. 10°,..., а. 10-1 ..., а. 107 


на число 6. Число 6, по услов!ю, простое съ 10, а потому произве- 
денная десятичная дробь есть непрем$нно дробь перодическая (187), 
т.-е. въ рядЪ (1) непрем$нно заключаются два равныхъ остатка. 
Пусть В, = В,. Разность чиселъ а. 109 иа. 102-!, дающихъ эти 
равные остатки, должна дЪлиться на 6 (65), т.-е. 


9—1 1 —1 И: = 
_ 4.107 о 107 ца. . а) — цлому. 


ДЪлимость эта требуетъ д$лимоети разности а. 10? — а наб, 
ибо 6, по условю, простое съ 10 (82). Для того, чтобы разность 
эта дфлилась на Ь, необходимо, чтобы остатки В.-р41 И В,, Полу- 
чаемые при дфлени чиселъ: а. 104-Р и а на число 6, были равны. 

Итакъ, въ рядЪ остатковъ (1) найдется остатокъ А,_›„;1, равный 
первому остатку А,, т.-е. пер1одическая дробь есть простая пероди- 
ческая. Первая о теоремы доказана. Перейдемъ къ той части, 

которая относится къ числу цифръ пер!ода. 

Пусть число цифръ пер!ода равно р. Первый изъ остатковъ 
ряда (1), равный В,, за исключенемъ самого А,, есть В,+1. Раз- 
ность а. 10Р— а должна дфлиться на 65; но а простое, по условю, 
съ Ь; слБдовательно, число 10?Р—1 должно дЪлиться на 6. Легко 
показать, что ни одно изъ чиселъ 10” — 1, гд$ т менЪер, не д5- 
лится на 6. И въ самомъ дЪлЪ, если бы дфлимость эта случилась, 
то тогда дфлилась бы на фи разность а. 10" — а, т.-е. остатки Ви--1 
и В, были бы равны, т.-е. число цифръ пер1ода было бы равно т, 
т.-е. было бы менЪе р. 

Итакъ, если число цифръ пер1ода равно р, то первое изъ чи- 
селъ ряда 


10—1, 10°—1, 108—1, ..., 102— 1, 


_ДЪлящихся на 6, есть 10? —1. Въ числ же 102 —1 число цифръ 
равно р, ибо число это равно числу 999... 9, въ которомъ цифра 9 
входитъ р разъ. 


Примьръ. = =0,428571 . 498571 .... Первое изъ чиселъ на- 


шего ряда, дЪлящихся на 7, есть 10°— 1. Число цифръ въ этомъ 
числ и число цифръ въ перодЪ равны 6. 
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178. Доказанная теорема влечетъ за собою слфдующее сл$дстве: 


Всякое число, простое съ 10, димитъь нюкоторую степень 10, 
уменьшенную на одинъ, т.-е. дълить никоторое число; всь цифры ко- 
торазо суть 9. 


Пуеть дано число В, простое съ 10. Раземотримъ дробь 5 и 


обратимъ ее въ десятичную; знаемъ, что произведенная дробь бу- 
детъ простая перюдическая, т.-е. въ ряд остатковъ (1) одинъ изъ 
остатковъ равенъ первому. Пусть А; =А,, отсюда заключаемъ, что 


1 _ 
7 = цьлому, ч. ит д. 


Примпъръ. 3 дЪлитъ 10:—1, 7 дБлитъ 108—1, 77 дВлитъ 108—1. 
119. Предъидущая теорема позволяетъ 4 ‘рот опред®лить 
_ всВхъ знаменателей несократимыхъ дробей, дающихъ пер1оды съ 
даннымъ числомъ цифръ. Пусть пер1одъ содержитъ р цифръ. Ве 
искомые знаменатели суть вс т изъ дфлителей числа 10? — 1, 


которые не дфлятъ чисель: 


10—1, 102 —1, 10° —1, ....10Р-Т — 1. 
Примтрз. Знаменатели всЪхъ несократимыхъ дробей, произ- 
водящихъ дроби съ перодами изъ шести цифръ, суть дФлители 
числа 10° — 1 = 999999, не дБляше чиселъ: 


9, 99, 999, 9999, 99999. 


Замфтимъ здЪсь, что обшие дзлители чиселъ: 999999 и 9999 
суть дЪлители ихъ общаго наибольшаго дЪФлителя, т.-е. числа 99; 
обише же дфлители 999999 и 99999 суть дфлители числа 9. Отсюда 
слфдуетъ, что, исключивъ изъ ряда дфлителей числа 999999 дЪли- 
телей чиселъь: 9 и 99, тёмъ самымъ исключимъ и дфлителей чи- 
селъ: 9999 и 99999. 

ИмЪемъ: 


= 


999999 =33.7.11. 13. 37, 


а потому искомые знаменатели суть: 7, 13, 21, 37, 39, 63, 77, 91, 
111, 117. 143, 231, 259, 273, ит. д. 

180. ТЕОРЕМА 2. Ели знаменатель несократимой дроби, дплясь 
на 9, или на 5, или на 8 и на 5 совмистно, длится еще на иныя 
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простыя числа, т.-е иметь вифъ 2"5" . с, 9ъ © есть произведенге 
всъхь простыль множителей, отличныхь оть З и 5, то дробь, при 
своемь `‘обращени въ десятичную, произведеть смошанную петодиче- 
скую дробь. Число иифръь 00 перода равно тому изъ показателей т 
и п, который не менъе друюю. Число цифръ вь пемодь равно числу 
цифръ въ первомь изъ ттьхь чисель ряда: 


10— 1. 10°—1,... 1—1. ..., 


которыя дълятся на с. 
а 
Пусть дана несократимая дробь -_, знаменатель которой Ь 


имЗетъ видъ 2”5”. с, гдЪ с есть число, простое съ 10. Положимъ, 
что первое изъ т$хъ чиселъ ряда 


10—1, 102—1,..., 10—1, ..., 


которыя дЪлятся на с, есть 10—11. 


Требуется доказать, что дробь, произведенная ` дробью -5- ‚ при 


ея обращении въ десятичную, есть дробь см$шанная пер1одическая, 
при чемъ число цифръ до пер1ода равно т, если т не мене п, 
число же цифръ въ перюдЪ равно р. 

Пусть рядъ остатковъ есть: 


В, В,, ...у а Ата, .. 9 Вирт ое 
Легко показать, что НИ одинъЪъ изъ остатковъ: 
в, В,,..., В, (а) 


не повторится. Положимъ, напротивъ, что одинъ изъ остатковъ В 
равенъ остатку А,, гдЪ значекъ А имЪетъ одно изъ значен!й: 


Равенство остатковъ А, и Ах требуеть дЪлимости разности 
а. 1071 — а. 101 
на число 6, или требуетъ, чтобы 


а. 10° —а.10° 1 а.10 1199 — 1) 


р —— 2% 5". с — цвлому. 
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Дфлимость эта невозможна, ибо числитель содержитъ множн- 
теля 2 съ показателемъ, меньшимъ числа т. И въ самомъ дфлЪ, 
а не содержитъ 2, ибо а, по условю, простое съ 6; 10^-! содер- 
жить 2 съ показателемъ й — 1, который мене тж; число 107 — 1 
не длится на 2, ибо цифра его единицъ есть 9. 

Разсужден!е это показываетъ, что пер1одическая дробь есть _ 
дробь см5шанная, въ которой число цифоъ до перода не менЪе т. 

Покажемъ теперь, что остатокъ Аш-+›-+1: равенъ остатку Аша. 
Для этого равенства необходимо и достаточно, чтобы 


а.10”1? — а. 10”__ а.10"(10? — 1) 


ь м 


Услове это выполняется, ибо 10” дфлитея на 2"5" и 102—1 
длится на с. 

Разсужден!е это показываетъ, что пер1одъ начнется съ цифры 
©„-1 частнаго, т.-е. число цифръ до пер!ода равно т. 

И, наконецъ, покажемъ, что ни одинъ изъ остатковъ: 


Аа В 
не равенъ остатку А»„-+.. Пусть, въ самомъ дЪлЪ, 
Вт — Вл, 
тд$ буква К имфетъ одно изъ значений: 
ааа 0 
аа это будетъ требовать, чтобы 


а. 10-1 — д.10" __ а.10”(10*-1 — 1) 


| —_ 6 = ОТОМУ, 


Услов1е это не можетъ быть вылолнено, ибо оно требуетъ, чтобы 


1 


- — цфлому, 


что, по условю, невозможно, такъ какъ & — 1 менЪе р.. 
Итакъ, въ рядЪ остатковъ: 


В, В., ...) В», Ат, у в. .9 Вр Фо ро ...у 


НИ ОДИНЪ ИЗЪ ОсСТатковъ: 


* я 
а за 


не повторяется. Остатокъ А+»: равенъ остатку Аи: и ни одинъ 
ИЗЪ ОСТатковъ: 


Ви, .... Ат 


не равенъ остатку И, Т.-е. дробь есть дробь смфшанная пер1о- 
дическая, у которой число цифръ до перюда равно т, при чемъ 
число цифръ въ перодВ равно р. 


$ ТУ. Дайетвя надъ десятичными чнелами. 


А. Сложене и вычитан!е. 


181. Даны два десятичныхъ числа. Требуется сложить их 
другъ съ другомъ или же вычесть одно изъ другого съ цёлю по- 
лучить въ результат десятичное число. 


Пусть этл числа, изображенныя десятичными дробями, суть: т 


В 
и 10” Если т =", т.-е. если число десятичныхъ знаковъ числа 4 


равно числу десятичныхъ знаковъ числа В, то 


_ А-+В А В _ А-В | 
10* К 10" = 10” › 10” 10” —^ 10” (1) 


Если т_> и, т.-е. число десятичныхъ знаковъ числа А болЪе 
числа десятичныхъ знаковъ числа В на н%которое число р, то, 
приводя дроби къ одному знаменателю, найдемъ: 


+ В.10 . ый _А+В.10' А В. 107 _А-В. 10 (2) 
и 10? 10 10" т’ 


Равенства (1) и (2) говорятъ: Для того, чтобы сложить или же 
вычесть два десятичныхъ числа, дфлаемъ число десятичныхъ зна- 
ковъ одинаковымъ въ обоихъ числахъ, приписывая къ одному изъ 
этихъ Чиселъ достаточное число нулей; помфщаемъ затВмЪъ эти 
числа одно ‚подъ другимъ такъ, чтобы цифры единицъ одного и 
того же порядка находились другъ подъ другомъ, и, наконецъ, про- 
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ИЗВОДИМЪ сложен, или же вычитане, по правиламъ сложеня, 
или же вычитаня, цфлыхъ чиселъ. 

ЗамЪтимъ здфсь только, что, при сложенш, можемъ не при- 
писывать нулей ни къ одному изъ чиселъ и что, при вычитави, 
можемъ не приписывать нулей къ вычитаемому. 

Примтрь 1. Пусть требуется сложить три числа: 2,783; 5,42; 
0,7842. Пишемъ ихъ одно подъ другимъ и производимъ сложене 
по правилу сложен1я цфлыхъ чиселъ. Будемъ имЪть: 


2,783 
5,42 
0,7849 
8,9872 


Примпрь 2. Нужно вычесть 12,738 ‘изъ 15,3; дополняя умень- 
шаемое двумя нулями справа, подписываемъ числа одно подъ 
другимъ: 


15,300 
_12,738 
2,562 


и производимъ вычитан!е по правилу вычитаня цфлыхъ чиселъ. 


Б. Умножене. 


82. Даны два десятичныхъ числа: А, 4а,...@р и Б, 6.6....%4, 
и требуется ихъ перемножить. ИмЖемъ: 


я Аа.а....а ВЬ.6....6 
_ САаа,...а, .@р). СВЫ 6. ..б ч) 
РН ы 


Равенство это показываетъ, что произведене двухъ десятич- 
ныхъ чиселъ есть число десятичное, которое найдемъ такъ: отки- 
немъ запятыя У данныхъ чиселъ, перемножимъ полученныя цфлыя 
числа: Ааа,... ар и В0.6.,...6., и въ полученномъ результат$ 
отдфлимъ запятою, отъ правой руки къ лфвой, (р--49) десятичныхъ 
знаковЪ, Т.-е. столько знаковъ, сколько ихъ было во множимомъ 
и во множителЪ вмЪет$. 


АРИОМЕТИКА. 


114 — — ГЛАВА 1х. 


> 


`Примтрз 1: Требуется умножить 6,7 на 0,45. 
ИмЪемъ: 


_ 67 45 _ 67.45 _ 3015 _ 
ое о 


Примпръ 2. Пусть нужно умножить 3,31662 на 4,12311. 
Располагаемъ дфйстве такъ: 


3.31662 
4.12311 


331662 
331662 
994986 

663324 
331662 
1326648 


13,6747890882. 


В. Двлене. 


188. Даны два десятичныхь числа: 


А, аа, ...а и В, 05, ... В. 
ь | 

Требуется раздлить ихъ другь на друга, т.-е. найти новое 
десятичное число, которое, будучи умножено на дфлителя, дастъ 
дълимое. 

Увидимъ сейчасъ, что частное въ видЪ десятичнаго числа 
не всегда возможно. | | 

ИмЪемъ: 


“ . 
| Ааа... ар. ВБ.6....6 
А, аа, ... бр: В, БЫ, ... И ТР: т 
__ Ааа... ‚@р А 10} 
—_ ВЬ.6....В4 ° 10° 


Аа.а....а 
Результатъ этотъ показываетъ, что если дробь В т 
1 2. .. 9 
обращается въ конечную десятичную, то искомое частное можетъ 
быть выражено десятичнымъ числомъ; въ противномъ случав 
частное выражается перодическою дробью и можетъ быть выра- 
жено десятичнымъ числомъ только приближенно. 


` 


ДЕСЯТИЧНЫЯ ЧИСЛА. 115 
| . 

При выполнен!и дфленя обыкновенно поступаютъ такъ: 

19. Дьлитель утлое число. ДЪлене можетъ быть выполнено 
такъ же, какъ и дфлене цфлыхъ чиселъ. 

Пусть требуется раздЪлить 78,314 на 57. Дфлимое предста- 
вляеть 78314 тысячныхь; нужно раздфлить цЪлое число 78314 
на 57; результатъ будеть представлять тысячныя. 


78314 | 57° 
913 | 1373. 
491 | 
994 
ны 53 


Точное частное отъ ления 78314 на 57 равно 1373 +8. 


Итакъ, частное предложеннаго дфлен!я равно 1373 тысячнымъ, 


53 58. 
К 57 57000 ° 


. Вообще: Для тою, чтобы раздълить десятичное число на число 
утълое, выполняемь дълензе, предполмая дълимое цтлымь; отдюляемъ 
затьмъ въ частномь запятою, оть правой руки къ лъвой, столько 
десятичныхь знаковь, сколько ить было въ дълимомь. Для полученя 
точно частнаю должны прибавить къ найденному десятичному числу 
дробъ, числитель которой равень остатку отъ выполненнаю дтленая; 
знаменатель есть дълитель, сопровождаемый нулями, число которыль 
равно числу десятичныхь знаковь дълимоло. 

Дробь, дополняющая частное, можетъ быть обращена въ дробь 
или десятичную, или пер1одическую. | 

20. Дзьлитель есть десятичная дробъ. Умножаемъ дБлимое и 
дфлителя на такую степень 10, чтобы дълитель сдфлался ЦЪлымъЪ 
Умножеше это не измфнитъ частнаго. 

Примтрз. Требуется раздфлить 2,2357 на 0,059. 

‚ Умноживъ дфлимое и дБлителя на 1000, обратимъ наши числа 
въ 2935,7 и 59, которыя и нужно раздЪлить одно на другое. Для 
этого дЪлимъ 22357 на 59, при чемъ частное будетъ представлять 
десятыя: 


тысячныхЪъ, т.-е. равно 1,373 = 


29357 | 59 
4657 | 378. 
597 
55 


Точное частное равно 37,8 плюсъ ©. десятой, т.-е. равно 


5 


37,8 и с Дробь = о можетъ быть обращена въ перодическую. 


8* 


Заифчане. При дфлени десятичныхъ чисель удобнЪе не обра- 
щать вначалЪ вниман!1я на запятыя, а въ конц вычислен!я по- 
мфетить запятую тамъ, гдф нужно. 

Примюрз. Нужно раздфлить 1 на 3,14159265. 


1000000000 314159965 
575292050 318309886 
2610627850 

973537300 
3105950500 
2785171150 м 
2718970300 
2056961800 
1720062100 


Искомое частное равно 0,318309886 ... 


мимики АА 


ГЛАВА Х. 


Метрическая система. Е 


184. Желая измЪрить какое-нибудь количество, можемъ вы- 
брать совершенно произвольную единицу для его измфрен!я. Доста- 
точно только, чтобы единица эта была хорошо извфстна. 

Главныя изъ величинъ, къ которымъ прикладываются’” мате- 
матическ1я теори, суть: длины, поверхности, объемы и втса. 

Система единицъ, употребляемая при научныхъ изслфдовашяхъ, 
называется метрическою системою. | 


Единица длины. 


185. Единица длины есть метръ; онъ равенъ (почти-что) 
десятимилл!онной части длины четверти парижскаго меридана. 
Метръ есть основная единица, изъ которой производятся’ веЪ 


друпя. 


ДЪлен1е метра. 


186. Десятая часть метра называется дециметромь. 

Десятая часть дециметра называется сантиметромь. 

Сантиметръ равенъ одной сотой метра. 

Десятая часть сантиметра называется миллиметромз. Онъ 
равенъ одной тысячной метра. 

Дальнфйшато подраздфлен1я метра не д$лается. 


— 


9. 3.57 ольга. дл 


Вратныя метра. 


/ 


_ 187. ДБлеюя метра образуютъ единицы въ десять и десять 
разь меньшя. ЕКратныя метра образуютъ единицы въ десять и 
десять разъ большия. 

Декаметръ есть соединен!1е десяти метровъ. 

Гектометрз равенъ десяти декаметрамъ или ста метрамъ. 

Километрз равенъ десяти гектометрамъ, или ста декаметрамъ, 
или тысяч метрамъ. 

Мирламетрь равенъ десяти километрамъ или десяти тысячамъ 
метрамъ. Онъ содержится тысячу разъ въ разстояни полюса отъ 
экватора по меридану. 

Боле крупныя единицы не употребляются. 


та 


Единицы поверхности. 


188. Квадратъ, сторона котораго равна десяти метрамъ, назы- 
вается аромз. в 

‘Очевидно, что аръ равенъ ста квадратнымъ метрамъ.. - 

Квадратный декаметръ содержится сто разъ въ квадратномъ 
гектометр%, который называется, вел дстне этого, зектаромь. 

Квадратный метръ, равный одной сотой ара, называется 
сантиаромз. ь 

Аръ, гектаръ и сантиаръ суть единственныя единицы, упо- 
требляемыя при изм$рени площадей полей. 

Для изм5рен1я поверхностей вообще употребляютъ: квадратный 
дециметрз или сотая часть квадратнаго метра, квадратный санти- 
метръ или сотая часть квадратнаго дециметра, т.-е. десятитысячная 
часть квадратнаго метра. 

Для весьма малыхъ поверхностей употребляются квадратные 
милиметры, т.-е. сотыя квадратнаго сантиметра. 


Единицы емкости. 


189. Кубическй дециметръ называется литромз. 


Литръ служитъ для измЪрен!1я емкостей жидкостей и сыпучихъ 
ТФлЛЪ. | 

Литръ есть милл1онная часть кубическаго метра. 

Десятая часть литра называется децилитромъ. 


ФАл, дыр 9 д. щл ду 594 Пе мда д Алле -д, 5. > 


Сотая часть литра называется сантилитромъ. 

Для весьма большихъ измфрен! улотребляются декалитръ, 
равный десяти литрамъ, и тектолитръ, равный ста литрамъ. | 

Кубическй метръ называется стеромз. Онъ служить для 
измфрен1я количества дровъ или строевого л%са. 


`< 


Единицы вЪЖеа. 


190. Единица вЪса есть зраммз, вфсъ кубическаго санти- 
метра дистилированной воды при наибольшей плотности, т.-е. при 
четырехъ градусахъ по стоградусному термометру. 

Десятая часть грамма называется дециграммомъ. 

Сотая часть грамма называется сантиграммомъ. 

Тысячная часть грамма называется миллиграммомъ. 

Миллиграммъ едва отклоняетъ чувствительнЪйпие вЪсы. 

Дальнфйшихъ подраздВлен!й не дЪлается. 

‚Кратныя грамма суть: | 

Вфсъ десяти граммовъ или декаграммъ. 

ВЪеъ ста граммовъ или гектограммъ. 

ВБеъ тысячи граммовъ или килограммъ. 

Сто килограммовъ составляютъ квинту. 

Тысяча килограммовъ составляютъ тонну. 

Ничего нфтъ легче, какъ раздробить въ граммы какой ни есть 
вфеъ, выраженный при помощи этихъ различныхъ единицъ. 


Примтрз. 613 тоннъ, 8 квинтъ, 55 килограммовъ, 815 граммовъ 
могутъ представиться такъ: | 


613855ки7., 815. 


Монетная единица. 

191. Франкъ есть монетная единица метрической системы. 
Это есть серебряная монета, в$сящая пять граммовъ, при чемъ на 
сто частей серебра приходится десять частей м$ди. Франкъ содер- 
житъ, слБдовательно, 4гРамма 5() серебра и 0:Р., 50 м$ди. 

Франкъ д$лится на десять децимовъ, децимъ на 10 сантимовъ, 
сантимъ на десять милимовъ. 

Слово милимъ мало употребляется; оно не означаетъ суще- 
ствующей монеты, а означаетъ только результатъ вычисления. 

°— Кратныя франка не имфютъ особенныхъ назван!й. 


Дзйет я надъ количеетваии, выраженными въ а 
единицахъ. 


192. Единицы метрической системы, въ десять и десять разъ 
большя и въ десять и десять разъ менышя, суть, такъ сказать, 
представлен1я отвлеченныхъ единицъ различныхъ порядковъ, упо- 
требляемыхъ въ десятичной систем$ счислевя. Отсюда слФдуетъ, 
что вычислеюшя должны быть столь же прссты, какъ они были бы 
просты, если бы употреблялась исключительно только одна единица. 
И въ самомъ дЪлЪ, ничего н$фтъ легче, какъ отнести къ главной 
единиц$ количество, выраженное въ кратныхъ этой единицы или 
въ ея десятичныхъ доляхъ. 


Примпрз. 8 мираметровъ, 9 километровъ, 7 гектометровъ, 
3 декаметра, 1 метръ, 9 сантиметровъ могутъ представиться такъ: 


89731м., 09. 


Обратно, цфлое число, сопровождаемфе десятичною дробью и 
представляющее количество, отнесенное къ одной изъ единицъ, 
можетъ разложиться, безъ вычислен!я, на сумму меньшихъ чисель 
простыхъ единицъ каждаго порядка. 


Примърз. 529ки1., 827925 могутъ прочитаться такъ: 529 кило- 
грамма, 827 граммовъ, 925 миллиграммовъ; достаточно помнить, 
что килограммъ равенъ тысячЪ граммамъ и граммъ тысячЪ милли- 
граммамъ. 

Можно также перем$нить единицу, къ которой количество 
отнесено, простымъ перемфщенемъ запятой вправо или влЪво на 
столько знаковъ, сколько единицъ заключается въ показател$ сте- 
пени десяти, выражающей, сколько разт, первая еИНИЦа содержится 
во второй или вторая въ первой. 


Примтрз. 8 16. м, 35 равенъ 8350 кубическ. дециметрамъ и 
0,00835 куб. декаметрамъ. 


193. Такъ какъ измфрешя количества при помощи единицъ 
метрической системы приводятъ къ числамъ цфлымъ, сопровож- 
даемымъ десятичными дробями, то дфИиствня надъ количествами, ‹ 
выраженными такимъ образомъ, приводятся къ дфйстнямъ надъ 
десятичными числами. Въ этомъ состоитъ главнфйшее достоинство 
метрической системы. 
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а 1°. Сложить: 25 аръ; 2 гектара, 79 аръ; 2 гектара, 
2 ара, 35 сантиаръ. 


5 

279 
302,35 

606,35 


Сумма равна 6 гектарамъ, 6 арамъ, 35 сантиарамъ. 
2°. Сундукъ, наполненный товаромъ, вфситъ 78кал. 78дек.; тоть 
же сундукъ, но пустой, вЪситъ 5кил. Здек. ]1Р.. Узнать вБеъ товара 


Тонил. 78 
Бил.  ()31 
72кил. 741. 


Вычитая изъ вЪса наполненнаго сундука, равнаго 78*8“., 78, 
вБесъ пустого сундука, равный 57", 031, найдемъ 72*21, 747, т.-е. 
12 килограмма, 74 декаграмма, 7 граммовъ. | 

3°. Сколько вфситъ 3227 мфшковъ угля, изъ которыхъ каждый 


`содержитъ 1 гектолитръ 42 ИВО при чемъ взсъ гектолитра равенъ 
82киа., 72 х 


3297 
1,49 
4589,34. 


Для получен1я объема, угля должны умножить 1:к"., 42 на 3221. 
Для получен!я вЪ$са этихъ 4582тект. 34, должны умножить 82,7 
на это число. | | 


4589,34 


824 


378959,518. 


Искомый вЪсъ, есть, сл$довательно, произведете 89,7 на 
4582,34. 

Итакъ, искомый вЪсъ есть 378959кил., 518, т.-е. 378959 кило- 
граммовъ, 518 граммовъ. 

45. Извозчикъ долженъ перевезти 754 стера дровъ въ телЪгъ, 
вмфщающей 2 стера 4 децистера. Сколько онъ сдфлаетъ концовъ? 


—_ га | ТЛАВА Х. | 


| Для р5шеня задачи должны раздфлить 753 на 9,4 или 7530 


На 24. 
7530 | 24 
33 | 313 
90 
80 


= 


‘Число концовъ равно 313. 


ими иыхьхдиихм-х й 


ГЛАВА Х[. 


Теорля отношевнй и пропоршй. 


8 Г. Отношене двухъ количеетвъ. 


194. Отношешемъ двухъ однородных» количествъ А и В, или, 
что то же, двухъ количествъ А и В одной и той же величины, назы- 
вается число, изм5ряющее количество А, если количество В взято 
за единицу. 

Здфеь будемъ заниматься только отношен!ями между такими. 
количествами, которыя имфютъ общую м$ру, содержащуюся цфлое 
число разъ въ каждомъ’ изъ количествъ. Подобныя отношен1я на- 
зываются соизмфримыми. 


195. ТЕОРЕМА. Бсякое соизмьримое отношене равно дроби, у 
которой числитель и знаменатель суть числа цтлыя. 

Положимъ, что количества А и ВБ имфютъ общую мЪру, со- 
держащуюся а разъ въ количествЪ А и 6 разъ въ количеств$ В. 
Отсюда сл$дуетъ, что 


(И 
Равенства эти говорятъ, что дробь --, съ цфлыми числителемъ 
‘и знаменателемъ, выражаетъ отношене количества А къ коли- 
6 ь | 
честву В; дробь — выражаеть отношеше количества‘ В къ коли- 


честву А. 


8 Ш. Отношен1я обратныя или взаииныя. 


> 


196. Отношен!я, выражаемыя дробями;: -- И у которыхъ 


члены одни и ТБ же, называются отношенями обратными или 
взаимными, а дроби, ихъ представляюпия, получаютъ назван1е 
обратных ИЛИ взаимныхь дробей. й 

Замфчане. Произведен!е двухъ обратныхъ дробей, очевидно, 
равно одному. 


$ ПТ. Отношен!е двухъ чиеелъ. 


197. Частное отъ дфленя двухъ чиселъ, цфлыхъ или дроб- 
ныхъ, называется ихъ отношешемъ. & 

Важно показать, что это новое опред$лене не противор$читъ 
тому понятю объ отношении, которое дали выше, т.-е. нужно пока- 
зать, что отношене двухъ однородныхъ количествъ, выраженныхъ 
данными числами, равно частному отъ дфлен1я этихъ чиселъ. 


Положимъ, что два однородныя количества А и В, отнесенныя 
а [Н 
КЪ одной и той же единиц$, выразились данными числами Из: 


Назовемъ количество, принятое за единицу, буквою С.`Им$Ъемъ: 


Посл$днее равенство показываетъ, что количество В равно 


С л 
— - ымъ количества С, т.-е. состоитъ изъ с частей, при чемъ каждая 


1 
изъ нихъ равна ——-ой количества С. Но количество С состоитъ 


а 
изъ 4 такихъ частей; слФдовательно, количество С равно 5 `ЫМЪ 
количества В. Итакъ, 


СА 


С 


На основан!и этого первое равенство можетъ написаться такъ: 


— 


д=с.5=(в.5). 5 = (+. 9) =в. (4:5), 


[+ [ Ь 
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т.-е. отношене количествь Аи В равно частному отъ дфлен!я 


а С 
дробей и. 


‚ & ТУ. Опредфлене пропорщи. 


198. Если отношене двухь однородныхть количествь А и В равно 
отношению двуть друмить однородныль количествь С и Г), то зоворять, 
что эти четыре количества составляють пропорию. 

Въ ариеметикБ разсматриваются только числа. Если отно- 
шене двухь чисель равно отношению двухь друнить, то эти четыре числа 
составляють пропорию. 

Очевидно, что пропоршя между числами влечетъ за собою 
пропорщю между соотвфтетвующими количествами. И наоборотъ, 
пропорщя между количествами влечетъ за собою пропоршю между 
числами, представляющими эти количества. 


199. Пропорщя между четырьмя числами: а, 6, с, а пишется 
такъ: 


и произносится: а относится къ 6, какъ с къ а; а, 6, с, а назы- 


ь в (1 . [ 
ваются членами пропорши; р есть первое отношеве, Я есть вто- 


рое отношеше, 6 и с средше, а и 4 крайте, а предыдупий и Ь 
посл$дующЙ перваго отношен1я, с предыдущй и 4 послБдующй 
второго отношения. 

` Если средне члены пропорщши равны, то они называются 
средними пропоршональными между крайними. | 


Примрь. ИмЪемъ 9 = 5; 4 есть среднее пропорщональное 


между 8 и 2. 

200. Замфчане. Если двъь пропорщёи имъють общее отношеше, 
зпо два друия отношеная составляють пропорию. 

Пусть даны дв пропорщи: 


Пропорщи эти даютъ 


С 
ибо отношен!я — и = ‚ равныя 


д. очевидно равны между собою 
Г — 16 5_ 35. ое —_ 88, 
Пони 9 =57, 9=6а; ОТеЮДа 5 ==. 5. 


8 У. Теоремы, относянйяея къ пропорщямъ. 


._@ 
составляли пропорию: 


201. ТЕОРЕМА 1. Для тою, чтобы четыре числа: а, 0, с, а 


Ч, необходимо и достаточно, чтобы пго- 
изведене крайнихь членовь равнялось произведению среднихь 


Даетъ: в 


Услове это необходимо. И въ самомъ дЪяЪ, пропорщя: о 
. С 
ъа-ь а’ ‚ отсюда: 


а. 4=6.е. _ 


Услове это достаточно. И въ самомъ дДЪлЪ, изъ равенства 
4—6. с находимъ: 


а.а _6.с ВИ. 
$.а-%.а’ Та: 5 = 
1 п | 
Примтръ. Пропорщя: —{ = даеть равенство: 2+ . 21-/- —- 
4— 9]— 
4 4 
=4+ = 478. 


т "Прива двухь чисель равно и иль сред- 
няю пропориональнало. 
9 12. с ьео 
Примпръь 15 =16; 9 16. ==. 12°. 
202. Пусть дана пропорщя: ъ=- Пропорщя эта, на осно- 
ван1и предыдущей теоремы, влечетъ за собою равенство 


Равенство это можетъ быть написано въ сл5дующихъ видахъ 


а4==0с, а4а==, да=6с, да=б, %е—аа, %е==4а, св6—а4, &—аа 
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Равенства эти влекутъ за собою соотв$тственно слфдующя 
пропорщи: — 


— 


а [+ (4 |, а [я а [/) |, а Ь. а 
а’ с а’ Ь а’ ста’ ат с’ а’ с’ 
[ а с а ь и 
а —%, а -ъ. 


Сравнивая посл$дн1я семь пропорщй съ данною, видимъ, что 
въ данной пропорщи можно дфлать перестановку крайнихъ членовъ, 
можно переставлять средне члены, можно крайне члены сдфлать 
средними и средне — крайними. 

203. Зная три члена пуопорши, найти четвертый. 

` Хотимъ, чтобы три числа а, 6, с съ неизв$стнымъ четвер- 
тымъ х составляли пропорщю. Знаемъ, что число х должно удо- 


влетворять равенству: а. х =6с, при чемъ равенство это будетъ 


6.с 
достаточно. Отсюда: х = е 


Примтрз. =>, отсюда вт =з= 113. 

204. ТЕОРЕМА 8. Раздюливь или умноживь оба крайне или оба 
среде члена на одно и то же число, получимь новую пропорию. 

И въ самомъ дДВЛЪ, поступая такимъ образомъ, дфлимъ или 
умножаемъ произведене крайнихъ и произведене среднихъ на одно 


и то же число и, сл$довательно, не нарушаемъ равенства. 


305. ТЕОРЕМА 3. Вь какой ни есть пропориби: =- сумма 
членовь первао отношеня относится ко второму члену, какь сумма 
членовь второю отношещя къ четвертому, т.-е. пропоршя: и —= и 
влечеть пропорию: - -- о. ы , 


И въ самомъ дл, пропорщя: $ =- 


Ь даетъ равенство: 


+= и РОО. 


Примтрз. Пропорщя = производить новыя пропорщи: 
26 9 28 
14121 36 39° 

206. ТекорЕмл 4. Вь пропорщи разность двухъ первыхь членовь 
относится ко второму, какъ разность двухь посльднихь къ четвертому. 


С а 


Пропорщя: -- — -д_ влечетъ или равенство: —1=-- —1, 


или же равенство: 1—5 =1—-5, смотря по тому, будуть ли 


а и с боле чиселъ 6 и 4 соотв$тетвенно, или наоборотъ. 
Послфде!я два равенства дають: 


а—6 е—а Ба а-с 
И =, Ч. ИТ. Д. 


Примтрз. Пропорщя: = ы производитъ пропорщю: о 


9 9 15° 

207. Замфчане 1. Теоремы 3 и 4 прилагаются къ каждой изъ 
восьми пропорций, полученныхъ отъ перем$щен!я членовъ въ дан- 
ной пропорши. Отсюда вытекаетъ рядъ теоремъ, изъ которыхъ 


укажемъ слБдуюпйя: 


© < 
Я 


Написавъ, вм$5сто пропорщи: -=-, пропорц!ю: $ = 


приложивъ къ ней теоремы 3 и 4, получимъ: 


а _6+{+а а-с_60-—а 


оынень 
— — 


( 4 *° с а 


} 


Перем$нивъ м$ста среднихъ, получимъ новыя пропорши: 


ас [ а-—с: [р 


аеиеиания 
— 


а а’ 6-а а’; 


которыя показываютъ, что въ какой ни есть пропорщи сумма или * 
разность предыдущихь членовь относится соотвютственно къ суммь 
или разности посльдующихь, какъ одинь изь предыдущихь относится 


къ своему послъдующему. 
Если а менЪе с, то, вмфето посл$дней пропорщи, найдемъ: 


са _ с 


а—`а` 


208. Замфчане 2. Сравнене предыдущихъ результатовъ при- 
водить еще къ н®фсколькимъ полезнымъ теоремамъ. 
Возьмемъ пропорщю: 


ас 
ь (’ 


Она производить слБдуюцйя: 


а ста а-—в _с—4а 
ь а’ а’ 
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Перем$щая средн!е, найдемъ: 


ач+ь _0 а-—6 _6 ' 
е+-а 4’ са 4’ 


отсюда получимъ: 


ао _а— 65 а+ь _ с+а 
са с-—@а’ а-ь са` 


Посл$дняя пропорщя говоритъ, что въ какой ни есть про- 
. [1 С | 
порщи: ®— я сумма двух первых членовь относится Жо 1.15 раз 


8 
ности, какъ сумма двужь послъднихь къ разности ить. | 
13 _ 39 .. 30__ 90 
17 =1 Производить пропорщю: “.- = 15. 
209. ТЕОРЕМА 5.- Перемножая почленно какое ни есть число 
пропорий, образуемь новую пропорию.. | 
Пусть даны пропорши: | | 


Примпрз. Пропорщя: 


С 


и? 


пы бы. побыы а 
аз а’ в — 

Произведене первыхъ частей этихъ равенствъ равно произве- 
деню вторыхъ частей. 


Отсюда заключаемъ: 


_@.@. .@3. .о НИЕ С1-Со.Сз . .. 


И И ГИ Е В 
Примтрз. Пропорщи: = п = даютъ новую про- 
о 180 
РИО: 966 — 399 


Замфчане. Если перемножаемыя пропорщи одинаковы, то тео- 
рема изм$няетея такъ: возвышая вз одну и ту же степень вс члены 
пропории, образуемь новую пропоритю. 

6 — 18 аеть 36 _ 394 
}: 2 ^53 “121  1089° 

210. ТЕОРЕМА 5. Вь рядь равныхь отношенй сумма пред 
идущихь членовь относится къ суммю посльдующихь, какъ одинъ изъ 
предъзидущихь къ своему посльдующему. 

Раземотримъ рядъ равныхъ отношен!й: 


Примтрз. Пропорщя: 


АРИ@МЕТИКА. 9 


Равенство первыхъ двухъ отношенй даетъ: 


отсюда получимъ: , 
ане+е КА 
-а+г Г’ 

Подставляя вмфето отношен1я г равное ему >, найдемъ: 


аефе _ 9. 
нажг №’ 


откуда будемъ имЪть: 
9 


. афететяу _9 
ьначуф-ь №. 
А это и есть именно то, что нужно было доказать. 
Примпрз. Рядъ равныхъ отношен!й: р == == - 
в. о 


ими ил 
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Приложения теор1и отношений. 


д 


$ Г. Величины пропорщюональныя. 


211. ДвЪ величины называются пропоршональными, если отно- 
шене двухъ какихъ ни есть количествъ (194) одной изъ величинъ 
равно отношен!ю соотвфтетвующихъ количествъ другой. Геометрия, 
механика, физика даютъ примфры пропорщональныхъ величинъ. 
Ариеметика занимается рёшешемъ различныхъ вопросовъ, относя- 
щихся къ величинамъ, пропорщюональность которыхъ доказана или 
очевидна. 

Примъры. Заработокъ работника пропорщюналенъ продолжи- 
тельности работы. Количество припасовъ, необходимое для прокор- 
млен:я экипажа корабля, пропорщонально продолжительности пред- 
принятаго путешествия. | 

212. Замфчане. Весьма рЪдко случается, чтобы величина исклю- 
чительно зависла только отъ одной другой; въ большинствЪ слу- 
чаевъ на значене величины вл!яетъ цфлая группа обстоятельствъ. 

Пусть величина А зависить отъ величинъ: 4,, А,, ..., Аи. 
Въ этомъ случа величины А и А, называются пропорщональ- 
ными, если, при измЪнеши количествъ, принадлежащихъ вели- 
чин$ А, и при оставлеши количествъ, принадлежащихъ величи- 
намъ: А,,..., А», безъ измфненя, отношен!е двухъ какихь ни 
есть количествъ величины А равно отношеню соотв$тетвующихъ 
количествъ величины А.. , 

Примтрз. ВЪеъ желЪзной полосы зависитъ отъ ея длины, ши- 
рины и толщины. ВЪеъ этотъ пропорщоналенъ длинЪ, ибо, при 
оставлеши ширины и толщины безъ измЪнен!я, в5съ изм$няется 
пропорщюонально длин. 


0* 
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913. Величина А, зависящая отъ величинъ: 4,, А,, ..., в, 
можетъ быть пропорцональна одной изъ нихъ, но не пропорц1о- 
нальна другимъ, Для того, чтобы величина 4 была пропоршональна 
н%ёсколькимъ величинамъ, достаточно, чтобы величина А была про- 
порцональна каждой изъ нихъ. 


Примтрз. ПЪна куска матери пропорц1ональна его длинЪ, его 
ширин$ и стоимости квадратнаго метра матери. 


8 П. Величины, обратно пронорщональныя. 


214. ДвЪ величины называются обратно пропорщональными, 
если отношене двухъ произвольныхъ количествъ одной величины 
равно обратному отношен!ю соотв$тетвующихъ количествъ другой. 


Примтръ. Положимъ, что корабль можетъ взять только опредЪ- 
ленное количество провизш. Продолжительность путешеств!я обратно 
пропоршональна числу людей, составляющихъ экипажъ, т.-е. если 
число людей удвоится или утроится, то продолжительность путе- 
шествия должна уменьшиться въ два или три раза; если число 


5 
людей сдфлается -равнымъ -- бывшаго числа, то продолжительность 


ь у 
путешеств:я можетъ быть > той продолжительности, которая со- 
отвфтствовала первоначальному количеству людей. 
215. Величина 4, зависящая отъ величинъ: А,, А,, ..., Ан, 


можетъ быть пропоршональна нфкоторымъ изъ этихъ величинъ, 
обратно пропорщональна н®которымъ другимъ, и ни прямо, ни 
обратно пропорцональна остальнымъ. 


Примтры. 1°. Длина куска матери пропорцональна цЪнЪ этого 
куска, обратно пропорщональна цфнЪ квадратнаго метра матери и 
ширинЪ матери, т.-е. 

Если ширина и качество матери не измфняются, то длина 
пропорциональна цфн$ куска. | 

` ИЕели ширина и цёна куска не изм5няются, то длина пропор- 
пональна цфнЪ квадратнаго метра. 

Если цфна квадратнаго метра и цфна всего куска не изм$-` 
няются, то длина обратно пропорщональна ширин®%. 

29. Время размаха математическаго маятника зависить отъ 
длины маятника и ускореня силы тяжести. Но время это ни про- 
порц1онально, ни обратно пропорщюнально ни длинф маятника, ни 
ускоренйю силы тяжести. з 

_ Зависимость эта боле сложная. 
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< 


$ ПЕ. Правило, по которому узнается пропорцональность 
величинъ. 


216. Доказательство пропорщональности двухъ величинъ не 
составляетъ, какъ уже сказали, предмета ариеметики. Оно при- 
надлежитъ той наук, которая занимается этими величинами. Но 
нфкоторыя величины не принадлежатъ спешально никакой наукЪ: 
большинство тфхъ величинъ, которыя брали для примфровъ на. 
предъидущихЪ страницахъ, принадлежитъь именно къ такого рода 
величинамъ. Дадимъ здфеь два начала, при помощи которыхъ очень 
часто можетъ быть установлена пропорщональность величинъ. 


‚` 10, Если деь величины А и В таковы, что отъ увеличевя или 
уменьшеная какою ни есть количества одной изъ величинь въ цтлое 
число разь соотвътствующее количество друюй величины увелици- 
вается или уменьшается въ такое же число разъ, то величины Аи В 
пропоршональны, т.-е. отношене одвуть . произвольныхь количествъ 
величины А равно отношению соотвътствующить количествь вели- 
чины В. ы 
Возьмемъ два количества: а и а, величины А. Навовемъ со- 
отвфтствующя количества величины Б’буквами: биб,. Положимъ, 


т 
что а, равно а, умноженному на какое-нибудь число „, г тип 


суть числа цфлыя. Итакъ, пусть а, =а. =. Переходъ отъ коли- 
чества а къ количеству а, можетъ совершиться такъ: дВлимъ коли- 
чества а на п и полученное количество > умножаемъ на 7. 

На основан1и услов!й заключаемъ, что количество в переходить 


Ь а 
вЪ > ВЪ то время, какъ а переходитъ въ =; далфе, если количе- 


а Ь 
ство „ умножается на т, то и соотв$тетвующее количество — 


должно умножиться на т. Итакъ, 


т п 
а =а.—, в =6.—, 
п п 


1 ; 


Равенства эти даютъ намъ: 


= 7 = ча» Фль вые 257 > дь -—ъо 


Пропорщя эта доказываеть пропоршональность величинъ Аи В *). 
2°. Если дв величины А и В таковы, что отъ увеличещя или 
уменъшеная какою ни есть количества одной изъ величинь въ итьлое 
число разь соотвьтетвующее количество друюй величины уменьшается 
или увеличивается в такое же число разъ, то величины эти обратно 
пропорциональны, т.-е. отношеще дзухь произвольныхь количествь ве- 
личины А равно обратному отношению соотвутствующихь количествъ 
величины ВБ. о - 
Возьмемъ два произвольныхъ количества а и а, величины А. 


Назовемъ соотв$тствуюция количества величины В буквами В и 6.. 


т тп 
Положимъ, что а,.равно а, умноженному на —_, т.е. а =а.-„_. 
По услов!ю, если а раздфляется на и, то количество 6 умножается 


[7 
на п, т.-е. количеству „_ соотвфтствуетъ количество би. Отъ умно- 
$ а 
женя количества „ на т количество 6» раздфляется на т, т.-е. 


® ат [/7 2 
количеству —— соотвфтетвуетъ количество та 


Итакъ, 


а 
| 
> 

й 
< 
| 
< 


й 
1 ® т ® 


а Щи а, 
ати Ш. 
т.-е. отношене количествъ а, и а равно отношен!ю количествъ 6 и В,, 
или величины 4 и В обратно пропорщональны. 


Примпрь 1. Если для совершеня путешествя въ два, три, ... 

_ разъ болфе длиннаго или въ два, три, ... разъ менфе длиннаго, 
необходимо количество провиз!и въ два, три, ... разъ большее, или 

въ два, три, ... разъ меньшее, то продолжительность путешествя 

и количество провиз1и, необходимое при совершен этого путеше- 

стыя, суть величины пропорщональныя. 


*) ЗдЪсь предполагается, что всякое количество @ величины А равно 
какому ни есть количеству а, той же величины, умноженному на число цфлое 
или дробное, т.-е. предполагается, что количества 4 и а, соизм$римы. 


ПРИЛОЖЕН ТЕОРИЯ ОТНОШвЫИ, 109 


Примпрз 2. Очевидно, что если квадратный метръ матери бу- 
деть въ два, три, ... разъ дороже, или въ два, три, ... разъ де- 
шевле, то длина матери, которую можно купить на одну и ту же 
сумму денег», должна быть въ два, три, ... разъ короче, или въ 
два, три, ... разъ длиннФе. Отсюда заключаемъ, что цфна квадрат- 
наго метра матери и длина пр1обр$таемой матери, при одной и 
_той же сумм денегъ, суть величины обратно пропорщональныя. 


$ 1. Проетое тройное правило. 


2. При помощи иростозо тройною правила р-шается слф- 
дуюцщий вопросъ: 


Величина М зависить только отъ величины № при чемь она 
прямо или обратно пропоригональна этой величинь № Даны два коли- 
чества величины И и одно количество величины №, соотвьтствующее 
одному изъ данныхь количествь величины М. Требуется опредълить 
то количество величины № которое отвъчаеть друюму данному коли- 
честву величины М. 


Пусть данныя количества величины М, будучи измфрены 
одною и тою же единицею м$ры, представляются числами т и т, 
цфлыми или дробными. Положимъ, что числа п и т суть числа, 
измф$ряюпия, при помощи одной и той же единицы, количества 
величины №, соотв$тствующйя тфмъ количествамъ величины М, 
которыя изм$рены числами т и т,, при чемъ чиело х есть иско- 
мое число. 


Если величины М и № суть величины прямо пропорщюональ- 
ныя, то будетъ имфть м$фето пропоршя: 


т ==”, откуда = 7" 
т, ры Уд —- 


Кели же величины обратно пропорцюнальны, то получимъ: 


тг откуда д— 
п’ уд м’ 


Примтрь 1. Заводь производить въ 0дь 1500 квинть мъди. На 
производство это расходуется 4896 квинть уля. Сколько потребуется 
уаля, если 10довое производство возрастеть 90 8755 квинтъ. 

Количество потребляемаго угля пропорц1онально количеству 


щм-ы 2х № 6-5 бы" ФС, до 


произведенной мЪди. Обозначивъ буквою х искомое количество 
угля, получимъ пропорщю: 


1500 __ 4896 
7155 д’ 
откуда 
__ 4896.2755 __ | 
== = 8992,32. 


Примтръ 2. 25 работниковь соверииють нъкоторую работу въ 
15 дней. Во сколько дней совершать ту же работу 11 работников? 
Необходимое количество времени обратно пропорщонально ко- 
личеству работниковъ. Назвавъ буквою х искомое число дней, по- 
лучимъ пропорщю: 


25 _х 
17 15’ 
откуда 
15.25 1 
= =2 т 


_ Замбчане. Въ предъидущихъ двухъ примфрахъ предположили 
прямуто или обратную пропорщональность разсматриваемыхъ вели- 
чинъ. Это допущене должно быть разсматриваемо, какъ услове 
вопроса. Въ большинств$ аналогичныхъ случаевъ допущене это 
несовсфмъ точно. Если сто работниковъ, соединенныхъ въ одну 
артель, выполняютъ н$которую работу, то одинъ работникъ, безъ 
помощи другихъ, можетъ и не произвести сотой части работы; чаще 
онъ даже и не въ состоян!и произвести никакой части этой работы. 


$ У. Сложное тройное правило. 


218. При помощи сложнаго тройного правила рфшается сл- 
дующий вопросъ: 
Беличина М зависить оть нъсколькиль друшихь величинь: А, В, 


С... иР, ©, В, ..., независимыль дурь оть друа. Зависимость 
эта такова, что величина М пропорщпональна величинам: А, Б, 
С, :.. и обратно пропорщональна величинамь: Р, 9%, В...) ти 


чемь задано количество величины М, соотвьтствующее ряду даннылхь 
количествь величинь: А, В, С,... ци Р, 0, В,.... Опращивается, 
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хакое количество величины М будеть соотвптствовать друюму ряду 
данныхь количествь тльхь же величинь: А, В, 0... и величины 
РО Ах | 

Вообразимъ, что данныя ‘и искомое количества измфрены при 
помощи единицъ мёръ, но при томъ такъ, что различныя коли- 
‘чества сдной и той же величины изм$рены одною и тою же еди- 
ницею мфры. 

Назовемъ число, измфряющее заданное количество величины 
М, и числа, измфряющля соотвфтетвуюция количества величинъ: 
А, В, С, ... и величинъ: Р, ©, В,..., соотвЪтетвенно буквами: 
жабо. рб... 

Обозначимъ число, измфряющее искомое количество М, и 
числа, измфряюция соотв$тствуюпйя количества величинъ: А, В, 
С, ... и величинъ: Р, 9, В ..., соотв$тетвенно буквами: а, 6,, 
О 

Назовемъ, для краткости рЪчи, аждое изъ чиселъ, измряю- 
‘щихъ данное количество какой-нибудь величины, значещемь этой: 
величины. 

ВмЪсто того, чтобы сразу перейти отъ значевй: а, 6, с, ...,. 
р, 4, !', ... къ значенямъ: а, 6, с,,...,р,, 4,, ",, сдБлаемъ этотъ 
переходъь послФдовательно, опред$ляя каждый разъ то изм нене, 
которое испытываетъ значен1е величины М при измЪненш зна- 
чен!й одной изъ величинъ, отъ которыхъ величина М зависитъ. 
Вопросъ приведется къ нфсколькимъ частнымъ вопросамъ, число 
которыхъ равно числу величинъ: 4, В, С,..., Р, ©, В 

Эти различные вопросы указываются таблицею: 


М, А, В, С, р, 9, В 


ша`ерат. 
хдабсратг 
за вбер ат 
абс рат 
ава ратг 
25 а, бе, р, 9, 
авс ра !. 


Въ первой ‘горизонтальной строчк выписаны назван1я вели- 
чинъ, въ остальныхъ выписаны послфдовательныя значен!я вели- 
чинъ, оть которыхъ зависитъ „М, и буквы, означающя соотв$т- 
ствуюцця значен1я величины М. Такъ какъ величина ЛМ, по услов!ю, 
прямо пропорщюнальна величинамъ А, В. С и обратно пропорцо- 


нальна величинамъ Р, ©, В, то будемъ имфть слёдующий рядъь 
пропорщи: 


т а 
д а,’ 
Хх. _ В 
хх  ЁЫ’ 
т _ с 
д 6’ 
73 р: 
Е р’ 
ео 
т, 4’ 
Т5 __ "1 
в г 


Перемноживъ эти пропорщи.почленно и уничтоживъ множи- 
телей: 2, х,, х,, х,, х,, общихъ обоимъ членамъ перваго отноптенйя, 
получимъ: 


т __а.6.С р. 91.1", 


хх а..В.с.Ь-4.Г’ 
откуда выводимъ: 


› — 1 @1.01-6,.р.9.7 
| @.0.С. 1-91" 


# 


Равенство это приводитъ къ сл6дующему правилу: 


Зная значеме т нюкоторой величины М, зная также соотвът- 
ствуюиия значеня: а, 6, с, 0, 9, г величинь, которымь величина М 
прямо или обратно пропормонална, можемъ вычисмить значеше х 
этой величины, соотвьтствующее значенямь: а, в, с, 2, @,, "' 
величинь, отъ которыхь она зависить, если умножимъь т на перво- 
начальныя значеная р, 4, Г величин, которымь М обратно пропоризо- 
нальна, и на новыя значення а, 0,, с, тъьхь величинь, которымь она 
прямо пропорщональна, и раздълимь это произведене на новыя значеня 
7.. Ч.) Г, величинь, которымь величина М обратно пропориональна, 
и на первоначальныя значемя ттъхь величинь, которымь она прямо 
пропоршональна. | 

Примъуръ. 25 работниковь, работая 11 часовъ въ день, выводят, 
въ продолжене 18 дней, стъну сльдующихь размъровъ: высота 3 метра, 
длина 125 метровь, толщина 0,50 метра. Сколько потребуется дней 
33 работникамъ, `работающимь 10 часовь въ день, чтобы вывести 
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сттьну -сльдующихь размьровъ: высота 4 мётра, длина 910 метровъ, 
толщина 0,75 м.2 

Величина, одно изъ значен!й которой ищется, есть количество 
дней. Она зависитъ отъ величинъ: высоты стфны, длины ея и 
толщины, прямо пропорщональныхъ ей. Она зависить также оть 
величинъ: количества работниковъ и количества рабочихъ часовъ 
въ днЪф, обратно ей пропорщональныхъ. 

Располагаемъ данныя и искомое въ слёдующей таблиц%: 


Дни. . Высота. Длина. Толщина. Работники. Часы. 


18 3 195 0,50 95 и 
д 4 125 0,50 25 11 
д, 4 210 0,50 95 11 
2. 4 910 ° 0,75 _ 95 11 
2, 4 910 0,75 33 11 
хо 4 210 0,75 33 10 


Получаемъ сл6дующйй рядъ пропоршй: 


18 3 
м4’ 
д 125 
я, 210’ 
т. 0,50 
а, Ол’ 
Е 33 
о 
ий 10 ` 
7х вт 


Умножая эти пропорщи почленно, дфлая сокращетя и опре- 
дфляя затфмъ х, найдемъ: 


= 50-5 ДНЯ. 


$ ТУ. Способъ приведен1я къ единиц. 


219. Теорля тройныхъ правилъ можеть быть представлена 
нфеколько иначе. | 

Для объяснен!я возьмемъ снова т примфры, которые уже 
разематривали. 


Н 


1389 ГЛАВА ХН. 


1°. Заводь производшть въ 10 1500 квинтъ мъди. На производ- 
ство это расходуется 4896 квинть уля. Сколько потребуется узля, 
если 10довое производство возрастеть 00 2755 квинть? 

Вычислимъ сперва, сколько потребуется угля для производ- 
ства одной квинты м%ди. Располагаемъ вычислене такимъ обра- 


ЗОМЪ: 
М$дь. Уголь. 
1500 _ 4896 
_ 2155 | т 


и говоримъ: такъ какъь 1500 квинтъ м$ди требуютъ 4896 квинтЪ 
угля, то 


1 квинта мЪди требуетъ въ 1500 разъ менФе угля или 1956 квинтъ 


1500 
угля, 

а потому 2755 квинтъ мЪди потребуютъ въ 2755 разъ болЪе 
4896.2755 
1500 

Число это, не отличается отъ того, которое получили при 
помощи пропоршй. | 

2°. 25 работниковь совершають нъкоторую работу въ 15 дней. 
Во сколько дней соверимить ту же работу 17 работниковь? 

Располагаемъ вычислен1е сл5дующимъ образомъ: 


угля, ИЛИ КВИНТЪ УГЛЯ. 


Работники. Дни. 
25 15 
17 и 


и говоримъ: такъ какъ 25 работниковъ, для выполнемя работы, 
употребляютъ 15 дней, то 


один работникъ, для выполнен1я той же работы, употребитъ 
въ 25 разъ боле времени, или 15%: Х 95. 
а 17 работниковъ употребятъ въ 17 разъ менЪ$е времени, чВмъ 
154. . 95 
17 ° 
Этотъ же результатъ получили и первою методою. 


одинъЪ работникъ, или 


30. 95 работниковь, работая 11 часовь въ день, выводять, въ 
продолжене 18 дней, стъну слъдующихь размъровъ: высота 3 метра, 
длина 125 метровь, толщина 0,50 метра. Сколько потребуется дней 
33 работникамь, работающимь 10 часовь въ день, чтобы вывести 
стьну сльдующихь размъровь: высота 4 метра, длина 210 метловь, 


толщина 0,75 м.2 
| 


пгиложешл Твои отВоШеЕмиИ. 1441 


Выписываемъ данныя въ двухъ горизонтальныхъ строкахъ: 


Дни. Высота. Длина. Толщина. Работники. ^ Часы. 
18 3 125 0,50 25 11 
т 4 210 0,75 33 10. 


Узнаемъ сперва, во что обратится число дней, 18, если соотвЪт- 
ствуюцшйя значешя количествъ остальныхъ величинъ обратятся въ 
единицы, т.-е. если будемъ имфть одною работника, работающаго 
одинз Часъ въ день и выводящаго стфну въ одинз метръ длины, 
Зъ одинз метръ высоты и ВЪ одинз метръ толщины. 


Изм$няемъ сперва значен!е высоты, оставляя значеня осталь- 
ныхъ величинъ безъ перем$ны, и говоримъ: 


Если бы высота 3 м. обратилась въ высоту, равную единицю, 

18 

я 
Изм$няемъ теперь значен!е длины, оставляя высоту равною 

единиц и не м$няя значен1й другихъ величинъ, и говоримъ: 


то понадобилось бы въ 3 раза менфе рабочихъ дней, т.-е. 


если длина въ 125%, при высот = 1*, требуетъ 5 дней, то 


‚длина въ 1". потребуетъ ВЪ 125 разъ менЪе времени, т.-е. 5 дней. 


3.125 г 

ДЪЖлаемъ теперь значене толщины равнымъ единиц%, оставляя 
значення высоты и длины равными единиц и не мфняя значенй 
количествъ остальныхъ величинъ, и говоримъ: если толщина сдф- 
дается равною единицЪ, то число дней умножится на отношене 


1 18 
м. м. НЕЕ ЕЕЧЕ 
1“. къ 0м,50, т.-е. на 0.50 и обратится въ 3-195.050 ДНЯМЪ. 


Д%Флаемъ теперь число работниковъ равнымъ единиц, сохра- 
няя число часовъ, равнымъ 11, а значен1я остальныхъ величинъ 
равными единицЪ, и говоримъ: 


если вм$сто 25 р. будемъ имфть одного работника, то число 
18.25 

| 3.195 .0,50 
о И наконецъ, если число часовъ сдфлается равнымъ одному, 

то число дней должно увеличиться въ 11 разъ и обратится въ. 
18.25.11 

3.125.0,50 


Найденное число 


дней умножится на 95 и сдфлается равнымъ ДНЯМЪ. 


дней. 


18.25.11 
3.125.0,50 
битъ одинъ работникъ для того, чтобы, работая одинъ часъ въ 
день, вывести стфну въ 1% вышины, 1“ длины и 1" толщины. 
Взявъ теперь вытшину въ 4м, длину въ 210*., толщину въ 0,75%, 


есть число дней, которое употре- 


должны умножить число дней послЪдовательно на 4, 210 и 0,75, 
т.-е. получимь: | 


18.95.11.4.210. 0,15 | 
3. 195 . 0,50 ' 


_Предположивъ далфе числа работниковъ и часовъ равными 
33 и 10, должны раздЪлить число дней послдовательно на 33 и 10. 
ДЪленше это дастъ: 


` 


18.95.11.4.210. 0,75 


о 
`3.15.050.88.10 Ней 50, дня. ы 


А это и есть именно результать, найденный выше. 


ГЛАВА ХШ. 


Р56шен1я н$фкоторыхъ вопросовъ. 


$ Е. Правило процевта. 


220. Прибылью называется вознаграждене, полученное лицомъ, 
давшимъ взаймы деньги, за пользован!е его капиталомъ. Лицо, 
дающее деньги, называется кредиторомз. 

Лицо, берущее деньги, называется должником. 

Количество прибыли, получаемое кредиторомъ, зависитъ отъ 
услов!Й, заключенныхъ между кредиторомъ и должникомъ. 

Для опредфлеюня этого количества прибыли необходимо уста- 
новить какую-нибудь единицу количества прибыли, съ которою 
можно было бы сравнивать вс остальныя количества прибыли. 
За единицу количества прибыли принимается обыкновенно коли- 
чество прибыли, приносимой 100 франками, взятыми взаймы на 
оДИНЪ ГОДЪ. 

Эта единица количества прибыли называется процентомь или 
условною платою. Если, велЪдетне условй, заключенныхъ между 
кредиторомъ и должникомъ, каждые 100 франковъ капитала въ 
одинъ годъ должны приносить, напр., 4 фр., то говорятъ, что капи- 
талъ отданъ въ ростъ по 4 процента, и обозначаютъ это такъ: 4°/,. 

Если прибыль пропорд1ональна времени пользованя капита- 
ломъ, то говорятъ, что капиталъ отданъ на простые проценты. 

Будемъ заниматься здЪеь только простыми процентами. 

Въ задачахъ на проценты участвуютъ сл$дуюция величины: 
капиталъ; время пользован!я капиталомъ или обращеня капитала, 
прибыль, приносимая капиталомъ; условная плата, или процентъ, 
т.-е. прибыль, приносимая 100 фр. въ одинЪъ годъ. 


остання” = ^ й ГЛАВА ХШ. 


ЗамЪтимъ здфсь, что капиталъ и время суть величины обратно 
пропорщюональныя; капиталъ и условная плата суть величины 
обратно пропорщональныя; время и прибыль суть величины прямо 
пропорщюнальныя; время и условная плата суть величины обратно 
пропорцюнальныя; прибыль и условная плата суть величины прямо 
пропорщюнальныя. | 

Задачи на проценты рфшаются при помощи сложнаго трой- 
_ ного“правила. 

— ЗАДАЧА 1, Какой капиталь, будучи отданъ въ рость по 61, 
на 5 льть, приносить 2400 фр. прибыли? - 


Вычислен1я располагаемъ такъ: 


Капиталъ. = Время. Прибыль. 
100 1 6 
х 5 2400. 


Таблица эта даетъ: 


100 1 6 
2, 5 6 
х 5 | 2400. 


Отсюда получаемъ пропорши: 


100__ 5. 
| д 1’ 
я __ 6 
хо 240 


Перемноживъ эти пропорши почленно и сокративъ облщйхъ 
множителей, найдемъ: 


__ 9400 . 100 


ЗАДАЧА 2. Коатиталь вь 8000%, отданный въ рость по 6’, 
церезь нпкоторый промежутокъ времени Зе вь 10400 фр. 
Опредълить время обращенля капитала. 

Выписываемъ данныя въ слфдующихъ двухъ строкахъ: 


Время. Капиталъ. Прибыль. 
1 100 6 
т 8000 2400. 
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Таблица эта даетъ: 


1 100 6 
х, 8000 6 
х 8000 2400. 


Отсюда находимъ пропорщи: 


1 __ 8000 
я 100’ 
х, _ 6 

хо 2400’ 


которыя даютъ: 


д —= 5 ЛЫТЪ. 


ЗАДАЧА 3. Какую прибыль принесеть капиталь вь 8000 фр., 
отданный въ рость на 5 льть по 652 


Выписываемъ данныя: 


Прибыль. Капиталь. Время. 
6 100 1 
х 8000 5 
и составляемъ таблицу: 
6 100 | 
и 8000 1 
х 8000 5, 


отсюда находимъ пропорщши: 


6 _ 100 
х 8000’ 
я 1 
х 5 
и цолучаемъ: 
х = 2400 фр. 


ЗАДАЧА 4. Капиталь въ 8000 фр., отданный въ рость на 


5 лють, обращается въ 10400 фр. Какова условная плата, т.-е. по 
какимь прюцентамъ быль помпщенъ капиталь? 


АРИФМЕТИКА. 


10 
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Выписываемъ данныя: 


^ Прибыль. Капиталъ. Время. 
2400 8000 5 = 
т 100 . В 


Таблица эта даетъ: 


| | 2400 8000 5 


х, 100 5 
х 100 ое 


отсюда находимъ пропорши: 


2400 __ 8000 
ч 1 ] ? 
ый _5_ ° 
я 1 
и получаемъ: | 
х = 6$ 


Итакъ, капиталъ былъ помфщенъ по 6°/,. 
ВеВ эти задачи мотутъ быть легко рфшены способомъ при- 
веденя къ единицф. | 


291. Въ задачахъ на проценты встр$фчается одинъ вопросъ, 
который не можетъ быть р$фшенъ непосредственно при помощи 
сложнаго тройного правила. 

Вопросъ этотъ состоитъ въ опредБлен!и капитала, когда задана 
не прибыль, принесенная искомымъ капиталомъ, а заданъ искомый 
капиталъ, увеличенный или уменьшенный прибылью. 

Въ этомъ вопрос будутъ участвовать таюя величины: капи- 
талъ, время и капиталъ безъ прибыли или съ прибылью. 

Но ясно, что капиталъ и время, при одномъ и томъ же ка- 
питалБ съ прибылью, не будутъ величины ни прямо, ни обратно 
пропорщональныя. И въ самомъ дБлЪ, если, напримЪръ, капиталъ 
въ 100 ф. обращается черезъ 1 годъ въ 105 ф., то капиталъ въ 50 ф. 
обратится въ 105 ф. не въ '/, года и не въ 2 года. На осно- 
вани этихъ соображен! нельзя будетъ составить пропорщи между 
двумя количествами капитала и соотвфтствующими количествами 
времени. 

Для того, чтобы показать, какъ должно р%ёшить вопросъ, 
возьмемъ примЪръ. 
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ЗАДАЧА 5. Нькоторый копиталь, отданный въ рость по 6°/‹, 
черезь 5 льть обратилея вь 10400 фр. Опредъьлить первоначальный 
хапиталъ. 

Такъ какъ капиталъ и капиталъ съ прибылью, при одномъ 
и томъ же времени и при одной и той же условной платЪ, суть 
величины прямо-пропорцюональныя, то будемъ разсуждать такъ: 

100 ф., отданные въ ростъ по 6°/,, обращаются черезъ 5 лЁтъЪ 
въ 130 ф. | . 

Какой капиталъ, отданный въ ростъ по 6°/‹, обратится черезъ 
5 лёть въ 10400 ф.? 

Обозначивъ этоть искомый капиталъ буквою 2х, получимъ 
пропорщю: 


_2_-_ 100 
104007 130’ 
откуда 
____ 100.10400 __ 


$ ПИ. Учетъ векселей. 


999. Векселемь называется денежное обязательетво, выдаваемое _ 
должникомъ кредитору на изв$стный срокъ. Сумма, вписываемая 
въ вексель, называется валютою векселя. 


Если кредиторъ, желая получить деньги ранфе назначеннаго 
. срока, продастъ вексель третьему лицу, или если должникъ согла- 
сится выплатить свой долгь ранфе назначеннаго срока, то креди- 
торъ дфлаетъ нЪкоторую уступку, т.-е. или продаетъ вексель за 
цЪну, меньшую валюты, или получаетъ съ должника не всю валюту, 
а валюту съ нифкоторымъ вычетомъ. Вычетъ этотъ называется 
учетомъ или дисконтомз. Учетъ этотъ опредфляется совершенно 
условно. Существуютъ два способа вычислеюня учета. 


15. Учеть со ста (коммерчесюй учетъ). Этоть учетъ есть 
прибыль, которую принесла бы валюта, если бы была отдана въ 
ростъь на время, остающееся до срока, назначеннаго въ векселЪ, 
по той условной платф, по которой соглашаются д$лать учетъ. 

Видимъ, слФдовательно, что при этомъ учет$ валюта разсма- 
тривается, какъ капиталъ; сумма же, получаемая посл продажи 
векселя, равна валютЪ безъ учета. | 


10* 


148 ГЛАВА ХШ. 


29, Учеть на сто (такъ называемый математичесый учетъ) 
есть прибыль, приносимая не валютою, а тфмъ капиталомъ, который 
получается за вексель, при чемъ валюта разсматривается, какъ сумма 
этого капитала и этой прибыли. 


Рьшимъ н%®сколько задачъ. 


ЗАДАЧА 1. Вексель вь 8000 ф. дисконтируется за 9 мюсяцевь 
до срока по 5°],. Опредълить учете. 


19. Учеть со ста. Требуется опредфлить прибыль съ капитала 
въ 2000 ф., отданнаго въ ростъ по 5°/, на 9 мфсяцевъ. Учетъ этотъ 
равенъ 75 ф. 


95. Учеть на сто. Требуется опредфлить капиталъ, который, 
будучи отданъ въ ростъ по 5°/) на 9 м%сяцевъ, обратится въ 
2000 ф. Учетъ равенъ 2000 ф. беэъ этого капитала. 


ЗАДАЧА 2. Вексель вь 2000 ф. дисконтируется съ учетомь въ 
15 ф. по 5°|0. Опредьлить время, остающееся д0 срока. 

19. Учеть со ста. `Требуется опредФлить время, въ продолжеше 
котораго капиталъ въ 2000 ф.,. отданный въ ростъ по 5°/., прине- 
сеть 75 ф. прибыли. Время это равно 9 м. 

29. Учеть на сто. Требуется опред$лить время; въ продолжевще 
котораго капиталъ въ 1925 ф., отданный въ ростъ по 5°/., прине- 
сетъ 75 ф. прибыли. 


ЗАДАЧА 3. Вексель вь 2000 ф. дисконтируется за 9 мтъсяцевь 
‘00 срока сь учетомь вь 15 ф. Опредълиить условную плату. 

_ №. Учеть во ста. Капиталъ въ 2000 ф., отданный въ ростъ 
на 9 м®сяцевъ, приноситъ 75 ф. прибыли. ОпредЪлить, по какимъ 
процентамъ отданъ капиталь? 

2°. Учетз на ето. Капиталъ въ 1925 ф., отданный въ ростъ 
на 9 м5сяцевъ, приносить 75 ф. прибыли. Опредфлить, по какимъ 
процентамъ отданъ капиталъ? 


ЗАДАЧА 4. Вексель дисконтиюуется за 9 мюсяцевь до срока по 
5°/ съ учетомь въ 715 ф. Опредълить валюту. 
| 19. Учетз со ста. ОпредФлить капиталъ, который, будучи 
отданъ въ ростъ по 5°/, на 9 м$сяцевъ, приноситъ 75 ф. прибыли. 
Капиталъ этотъ равенъ 2000 ф. Валюта равна, слфдовательно, 
2000 ф. 
29. Учеть на сто. Опредляемъ тотъ же капиталъ, какъ и 
въ учетЪ со ста, и прикладываемъ къ нему 75 ф. Валюта равна 
9075 ф. 


ЗАДАЧА 5. За вексель, дисконтируемьй за 9 мтсяцевь д0 срока 
мо 5°|, получаемь 1925 ф. Опредълмить валюту. 
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10, Учет со ста. Какой капиталъ, будучи отданъ въ ростъ по 
5°/, на 9 м$5сяцевъ и уменьшенъ прибылью, обратится въ 1925 ф.? 


Р$5шаемъ эту задачу такъ: если 100 ф., будучи отданы въ 
ростъ по 5%/ на 9 м5сяцевъ и уменьшены прибылью, обратятся 
въ 96,25 ф-, то какой капиталъ, будучи отданъ въ ростъ по 5°/, на 
9 м$с. и уменьшенъ прибылью, обратится въ 1925 ф.? Обозначивъ 
этотъ капиталъ буквою х, опред$лимъ изъ пропорщи: 


_& _Й_ 1925 
100 96,25° 


25. Учеть на сто. Во что обратится капиталъ въ 1925 ф., 
отданный въ ростъ на 9 мЪе. по 59/°? 


\ 


| $ Ш. Пропорцюнальныя раздвлевя. 


‘993. РаздЪлить какое-нибудь количество А на части, про- 
порщональныя даннымъ количествамъ: а, 6, с, а, значитъ разбить 
количество на такое число частей, которое было бы равно числу 
данныхъ количествъ, при чемъ отношен1е двухъ какихъ ни есть 
частей должно быть равно отношеню двухъ соотв$тетвующихь 
данныхъ количествъ. 

Въ ариеметик$ и количество, данное для раздБлен!я, и тЪ 
количества, пропорщонально которымъ раздфляется данное коли- 
чество, представляются числами. 

Для того, чтобы числа х, у, г, и были пропоршональны 
числамъ а, 6, с, 4, необходимы, на основани даннаго опред$ленля, 
слфдующйя пропорщи: 


Перем$нивъ м%Фста среднихъ, измфнимъ эти пропорши въ 
сел5дующя:. | 


< 


2 


ма == ом ма ом >= 


ом <> <= э|[з ®[з >| 


ь 


вс эти шесть пропорщЙ выражаютъ равенство четырехъ отно- 


-_, -. Вообще для выражен!я того, что н 


сколько чиселъ: 


шенй =, 3, 


и О т 
пропорцональны другимъ числамъ: 
ЕЕ 


достаточно написать, что соотв$тствующйя числа въ обоихъ ря- 
дахъ образуютъ рядъ равныхъ отношен!й: 


224. ЗАДАЧА. Раздълить число А на части, пропорщональныя- 
даннымь числамь: а, В, с,.... | 

Назовемъ буквами: х, у, 2,... неизвБетныя части числа А. 
Велбдетне предыдущихъ разъясненй, необходимо и достаточно, 
чтобы 


Этотъ рядъ равныхъ отношен даетъ: 


хУ-ё+... Ц У 2 


ао с-+... а 


—=-5 = нех 
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Принимая во внимане, что х--у--2-- ... извфетно и равно 4, 
изъ посл$дней пропорщи получимъ: 


а-оее--... _ 


а ыы 
А аб 
откуда выводимъ: 
в А.а 
асе... ? 
— А.Б 
а а-ь+се-... , 
ры А.с 
— ао +е+... ° 


Вообще, каждая часть равна данному числу А, умноженному 
на число, которому она пропориюнальна, и раздъленному на сумму 
чиселз, пропориональныхь различнымз частямз числа А. 

ПрРимърРъ. Раздьлить число 195 на четыре части такз, чтобы 


первая составляла и второи, вторая ОЕ претъьеи и четвертая 5 


первой. | 
Обозначивъ эти части буквами: т, у, г, и, на основани условй 
задачи найдемъ: 


Узнаемъ, какую часть одной изъ этихъ четырехъ частей со- 
ставляетъ каждая изъ остальныхъ трехъ; или, какъ говорятъ, вы- 
разимъ три изъ этихъ четырехъ частей при помощи четвертой, на- 
примЪръ, при помощи г. | 

Будемъ имЪть: 


В Е 
= 


Равенства показываютъ, что искомыя части пропорцюнальны 
числамъ: 


1 1 1 
= 5, (а) 


р ее абы — 1ЛАБА 2411. 


или числамъ, которыя найдемъ, приведя числа (а) къ одному зна- 
менателю и откинувъ его, т.-е. числамъ: 


` 


Итакъ, 


_  1%.9. 
2+6 8041 
_  1%.6 
У — эт 
_  1%.30 
 _ 2+6+30+1 
185.1 
— 6+ 80-1 — 


1 9: Е: 10, 


—5. 6 = 30, 


2 —=5.30 = 150, 


и 0—2: 


$ ТУ. Правило товарищеетва. | 


Ф 


925. Правило товарищества имфетъ цфлью раздфлеше коли- 
чества прибыли, полученнаго отъ какого-нибудь предпруятя, между 
`нфеколькими компанонами, сообразно правамъ каждаго изъ нихъ. 
Предположимъ сперва, что части количества прибыли пропоршю- 
нальны количествамъ вкладовъ. Задача приведется къ предыдущей. 

° Примфръ. Три компанона внесли на нюкоторое предирятие ка- 
питаль: первый — 2500 франков, второй — 4900 франков5 и тре- 
пий—3000 франковз. Количество общей прибыли равно 3977 фран- 
камз. Опредълить количество прибыли каждаю изз товарищей. 

Назвавъ буквами х, у, г, три части количества прибыли, по- 
лучимъ: 

2500 _ 4200 _ 3000 

2 9 7. 


Изъ этого ряда равныхъ отношен!й выводимъ: 


2500 + 4200 + 3000 __ 2500 _ 4200 __ 3000. 
У у в` 


Замфчая, что сумма частей, х-- у--г, равна полному коли- 
честву прибыли 39717, найдемъ: 


__ 2500. 3977 _ 

2 — оо =1095, 
4900 . 39717 

у 900 1199, 
3000 . 3977 

РНЕ 9700 == 1930 
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И вообще, каждая часть равна полному количеству прибыли, 
умноженному на соотвютствующее количество вклада и раздъленному 
на сумму количествь вкладов. : | 


296. Предположимтъ теперь, что права товарищей опредВляются 
И значенями ихъ вкладовъ, и временами обращевя этихъ вкла- 
довъ въ предприятии. Предположимъ, что, при равенств$ временъ 
обращен1я, прибыли пропорцональны вкладамъ, и что, при равен- 
ств$ вкладовъ, прибыли пропоршональны временамъ обращения. 

Изъ этого двойного предположен1я вытекаеть сл5дующая тео- 
рема. 

ТЕОРЕМА. Асли нтсколько компанюновё участвують в пред- 
праятли своими капиталами: а,, а., а;, а, в5 продолжеше проме- 
жутковз времени, соотвътсетвенно равныть: Ц&, 6, 4, Ц, то их 
части, вё5 количествь общей прибыли, пропорщональны произведе- 
наям: в.в, а... В, а. в, а,. Ц. 

Разсмотримъ, напримфръ, двухъ первыхъ сотоварищей, пом*- 
стившихъ въ предпр1яте капиталы: а,, а, на времена 1, &.. 

Сравнимъ, слФдовательно, ихъ части х и у въ количествЪ 
прибыли съ количествомъ 2 прибыли н%котораго воображаемаго 
компан!она, который помфстилъ вкладъ а, равный вкладу перваго 
товарища, на время {, обращев1я капитала второго товарища. 

ВселБдетйе соглашений получимъ: 


х _ 
‚= га . 
_# а! 

у @> 


р 


Перемноживъ эти дв пропорщи почленно, найдемъ: 


< 


что и требовалось доказать. 


Замфчане. Предыдущее разсуждете можетъ дать поводъ къ 
нфкоторому недоразум$ню. И въ самомъ дфлЪ, введя третьяго 
компан1она, очевидно измфнили дЪйствительныя части первыхъ 
двухъ компанюновъ и сравнивали между собою измфненныя та- 
кимъ образомъ части х, у. Итакъ, въ пропорщи: 
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части х и у не суть тЪ части, которыя получаютъ первые два 
компан1она, а части, изм5ненныя присутствемъ воображаемаго ком- 
пан!она. Но должно замЪтить, что присутстве новаго сотоварища. 
измфняя 06% части, не измняеть ихъ отношеня. Назвавъ бук- 
вами х, и у, дЫйствительныя части первыхъ двухъ компанюновъ 
получимъ пропорщ!ю: 


я ях а. 


у — у @.ь’ 


Предъидущая теорема приводитъ какое ни есть правило то- 
‚варищества къ задач$ пропорщональныхъ разд$ленй. 

ПлтиИМзЗРЪ. Три компанона получили количество прибыли въ 
12352 франка; первый помпетиль вз предпрзяпие 10000 франковъ 
на 3 да, второй—15000 франковь на 4 10да, трепий—8000 фран- 
к0вз на 2 10да. Опредълить часть каждало изз товарищей. 

Части должны быть пропорщональны произведенямъ: 


10000.3, 15000.4, 8000. 9, 


30000, 60000, 16000, 
или пропоршональны числамъ: 
15, 30, 8. 


Обозначивъ искомыя части буквами х, у, 2, найдемъ: 


995 р р 
ЕВ = 8495,86 ..., 
= 0 6991,10 ..., 

12352 . 3 
2 = — 3 = 1864,45 ..-9 


$ У. Задачи, относяпйяся къ сиё шен!ю. 


221. ЗАДАЧА 1. Смюшали 80 липтровъ вина по 0$%,15 за литрз 
5 25 литрами вина по 0$%,60 за литрз. Узнать цтъну литра емпси. 
См$сь будетъ содержать 105 литровъ; для опред$лен1я коли- 
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чества цфны литра достаточно раздфлить полное количество цфны 
на 105. Полное количество цфны состоитъ изъ 0,75, умноженныхъ 
на 80, и 0,60, умноженныхъ на 25. 

Назвавъ буквою х искомое количество цфны, найдемъ: 


_ 80.0,75 + 25.0,60 __ 75 
хе 105 — 105 


3 
Итакъ, литръ смЪ$си стоитъ 71 =_ сантима. 


228. ЗАДАЧА 9. В какой пропорши должно смюшать вино въ 
0$,80 за литр сз виномз вз 0$%,50 за литрз для полученя вина вз 
0$,62 за литрз? 

На каждомъ литрф вина въ 0$,50, продаваемаго по 0%,62, по- 
лучаемъ 0,12 прибыли. 

На каждомъ литр въ 0,80, продаваемаго по 0,62, получаемъ 
0,18 убытку. 

Обозначивъ буквами х и у количества вина каждаго сорта, 
наидемъ, что первое вино приноситъ 0,12.х франковъ прибыли, 
а второе—0,18 . у-франковъ убытка. Для того, чтобы прибыль по- 
крыла убытокъ, необходимо и достаточно слБдующее равенство: 


18. х = 18.\%, 


отсюда пропорщя 


Итакъ, вопросъ приведенъ къ задачЪ пропорцюнальныхъ раз- 
дфлен1й и р$фшается изложенною выше методою. 


$ УГ. Задачи, относяшляея къ сплавамъ. 


— 


229. Пробою сплава, содержащаго драгоцённый металлъ, на- 
зывается отношен!е количества вЪса этого металла къ полному ко- 
личеству вфса сплава. НапримЪръ, серебряный сплавъ есть сплавъ 
900 тысячной пробы, если 900 тысячныхъ его вфса составляютъ 
серебро. . 

ЗАДАЧА. Даны два слитка серебра, которыть пробы суть 0,950 
и 0,885. Какую часть каждазо изъ этихь слитковь должно взять для 
71010, чтобы образовать один килозраммз серебра пробы 0,90? 


Каждый граммъ, при проб въ 0,885, вносить въ слитокъ 
0,015 серебра мене того количества, какое необходимо было бы 
для образовавн1я пробы 0,900. Каждый граммъ, при пробЪ въ 0,950, 
внесетъ въ слитокъ 0,050 серебра боле того количества, какое 
нужно для образованя пробы 0,900. Назвавъ буквами хи у коли- 
чества, взятыя изъ обоихъ слитковъ, должны написать сл6дующее 
соотношен!е: 


0,015 .х=0,050.у 


для того, чтобы сплавъ былъ желаемой пробы. 
Предыдущее равенство даетъ 


х _ 0.050 
у 0,015 °` 


Достаточно, сл$довательно, раздфлить килограммъ на двЪ 
части, пропоршональныя числамъ: 0,050 и 0,015. ь 
Произведя это раздфлене, получимъ: 


с а — "аа. 7699 ..., 
__ Твяя. . 0,015 
а = 09,2807 .... 


Замфчане. Въ Росоаи пробою сплава называется число золот- 
никовъ чистаго серебра, входящаго въ одинъ фунтъ сплава. Го- 
воря, что проба серебра равна 84, подразум$ваютъ, что въ каждомъ 
фунт$Ъ сплава заключается 84 золотника чистаго серебра. 


ЗАДАЧА. Изз двужь слитковь серебра 70-Й и 84-Й пробы же- 
лаютъ составить сплавз вз 10 фунтовз 16-Й пробы. Сколько должно 
взять серебра изз каждалю слитка? 

Каждый фунтъ, при 70-Й пробЪ, вноситъ 6-ью золотниками 
серебра менЪе того количества, какое нужно для образован!я сплава 
16-й пробы. Каждый фунтъ, при 84-й пробЪ, внесетъ въ сплавъ 
8-ью золотниками болфе того количества, какое нужно для обра- 
зован1я сплава 76-й пробы. 

Назвавъ буквами хи у количества, взятыя изъ обоихъ слит- 
ковъ, должны, для уравнов$шиван!я недостатка серебра, происхо- 
дящаго отъ внесешя въ сплавъ серебра перваго слитка, и избытка 
_ серебра, происходящаго отъ внесен1я въ сплавъ серебра второго 
слитка, написать равенство: | 


бе В. 
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отсюда 


Итакъ, для нахождешя хи у должны раздфлить 10 ф. на 
части, пропорщональныя 4 и 3. Раздфлен1е это даетъ: 


.. 40 5 
И = $.=5т76. 
10$..3 Зо 2 
а 9—0, 


и ии ^^ 


д Е Г-н инет ———^ ^^ ^^^ 


ГЛАВА ХТУ. 


°’ Различныя системы счиелей. 


$ Г. Соглашеня, дающ]я различныя еистемы счисления. 


230. Начало, на которомъ основывается десятичная система 
счислен!я, не зависитъ отъ числа 10, выражающаго отношене 
единицы какого-нибудь порядка къ единиц сл$дующаго порядка. 
Можно было бы принять за основав!е системы другое число, и 
тогда, при сохранен!и того же начала, на которомъ основывается 
десятичная система, понадобилось бы, для изображен1я всЪхъ чи- 
селъ, другое число цифръ, большее или меньшее десяти, смотря 
по тому, будетъ ли новое основан1е болБе или менЪе десяти. Если, 
наприм$ръ, примемъ за основан!е системы 8, то должны будемъ 
согласиться, что всякая цифра, помфщаемая направо отъ другой, 
придаетъ этой другой значеше въ 8 разъ большее. Вел$детве этого 
соглашен1я единицы различныхъ порядковъ напишутся такъ: 


10 

100 

1000 

10000 
И Т. Д. 


и будутъ представлять соотвЪтственно 8 единицъ, 64 единицы, 
512 единицъ, 4096 единицъ, такъ какъ каждая изъ этихъ еди- 
ницъ будетъ въ 8 разъ болфе предыдущей. Для изображен1я вс$хъ 
чиселъ по этой системЪ достаточно будетъ 8 знаковъ, включая 
сюда и нуль, ибо 8 единицъ какого ни есть порядка образуютъь 
уже единицу сл5Бдующаго порядка. 
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$ П. Изображен1е чиела по какой ни есть систем ечиелен1я, 
если оно написано по десятичной. 


231. Пусть дано число 783214, написанное по десятичной 
системВ счислен1я. Требуется написать это число по системЪ, осно- 
ван!е которой равно 8. Такъ какъ въ новой систем счисленя 
каждая единица второго порядка равна 8 простымъ единицамъ, 
то, для опредФлен1я числа единицъ второго порядка въ новой сис- 
тем; должны будемъ раздБлить число 783214 на 8; частное вы- 
разитъ число единицъ второго порядка въ новой системЪ, напи- 
санное по десятичной систем$; остатокъ выразитъ число единицъ 
перваго порядка и, будучи менЪе 8, изобразитъ цифру простыхъ 
единицъ въ новой систем$. | 

Раздфляя полученное частное на 8, получимъ новое частное, 
выражающее число единицъ третьяго порядка въ новой системф, 
изображенное по десятичной, и новый остатокъ, выражающий число 
единицъ второго порядка; остатокъ этотъ, будучи менЪе 8, пред- 
ставляетъ цифру единицъ второго порядка въ новой систем$. 

Продолжая поступать подобнымъ образомъ до т$хъ поръ, пока 
на придемъ къ частному, меньшему 8, получимъ вс$ цифры иско- 
маго выраженя. 

Вотъ таблица дЪйствй: 


783914 18 
63 97901 8 
72 17 19237 8 
01 19 . 49 1529 |8 
14 3 0283 72 т 8 
6 1 77 09 3123 |8 
5 5 1 р 


Искомыя цифры будутъ: послБдовательно полученные остатки 
и посл5днее частное; искомое выражене равно 2771556. 

Замфчане. Если основан!е системы болфе 10, то число цифръ, 
необходимое для изображеня числа, должно быть болфе десяти. 
НапримЪръ, въ системЪ, основане которой есть 12, или двЪфна- 
дцатиричной, необходимы цифры для изображен1я десяти и один- 
‚надцати; примемъ буквы а и 6 за эти цифры. Приложивъ предъ- 
идущую методу къ числу 59321, найдемъ, что оно изобразится, по 
двфнадпатиричной системЪ, такъ: 2а355. | 
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233. Всякое число, написанное по системЪ, основан!е которой 
есть 9, можеть ‘быть представлено такою суммою: 


а. 9"-а,.9"—--... а, 19? Ра„.0 Рана, 


`ГДЪ 


суть цифры числа. 
Примпры. 


1°. (2771556), =2.88 7.85 7.84-Р 1. 83-5. 82-25. 8-6. 
5. (24365), =2.12Ра.12°-4 3.191 6.1245. 


$ Ш. Изображеюе чиела по десятичной систем ечиесления, 
если оно написано по какой-нибудь другой еистем%. 


233. Положимъ, что число написано по системЪ, основаше 
которой есть 9, и хотимъ написать это число по десятичной сис- 
темЪ счислен!я. Могли бы поступить совершенно такимъ же обра- 
зомъ, какимъ поступали, переходя отъ десятичной системы кь 
какой ни есть другой, т.-е. стали бы дЪлить данное число на 10, 
полученное ластное опять на 10 ит. д. до тфхъ поръ, пока не 
получили бы частнаго, меньшаго десяти. 

Но ясно, что подобнаго рода вычислен!я были бы н%Феколько 
затруднительны. И въ самомъ дфлЪ, вс$ эти дЪйстня пришлось бы 
выполнить По системЪ, основаше которой есть ©. 

ВселЪдстве этого затруднен!я хорошо поступить иначе. Пред- 
ставимъ число въ такомъ вид: 


а, .9”"а..9"—--... Ра. 9 а 


и выполнимъ вс$ указанныя дЪйств!я по десятичной систем счи- 
слетя. 

Примры. | 

1°. Число 2771556, написанное по системЪ, основан1е кото- 
рой 8, изобразить по десятичной системЪ. 


— 
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Пишемъ: 
2771556 = 3.8 --7.8°--7.8' 1.8 45.8'--5.8-6 


и, выполнивъ вс дфйстыя по сини систем, находимъ 
число: 783214. 

2. Число 2а365, изображенное по двфнадцатиричной системЪ, 
написать по десятичной. 


Пишемъ: 
24355 =2.19 ТР а.123-4-3.12?--5.19- 5 


и, замфнивъ цифры аи фб числами 10 и11 и выполнивъ вс$ ука- 
занныя дЪйств1я по десятичной системЪ, находимъ число: 59321. 


_Замфчаще. Переходъ отъ системы съ основанемъ 9 къ системЪ` 
съ основашемъ 9, можетъ быть совершенъ такъ: переходимъ отъ 
системы съ основан!емъ 9 кь систем съ основашемъ 10, а 
потомъ отъ этой послфдней системы переходимъ къ систем съ 
основанемъ ©.. 
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Четыре ариеметическихъ дфйстя съ цфлыми числами — вотъ 
область нашихъ разсужденЙ; чтобы ограничить ее и не погрузиться 
въ логическя тонкости теоретической ариеметики и сложныя изслф- 
дованя теор!и чиселъ, мы выдвигаемъ на первый планъ вопросы, ка- 
сающеся процессовъ выполнен четырехъ ариеметическихъ дЪйствй. 

При этомъ здЪсь трактуются исключительно пр!емы точнаго 
умственнаго счета. Нами не разсматриваются способы, нуждающеся 
въ особыхъ таблицахъ, чертежахъ и машинахъ. Листъ бумаги и 
перо — вотъ наши единственные инструменты. 

Обсуждая различные пр!емы выполненНя четырехъ ариемети- 
ческихъ дЪйствЙ, мы интересуемся болфе или менфе общими мето- 
дами, оставляя безъ разсмотрфня мало интересные частные случаи. 

При этомъ постоянно имфются въ виду вопросы практическаго 
характера — быстрота вычисленЙ и удобное расположене ихъ. 

`Такъ какъ мы не имфли въ виду писать историческаго изсл$до- 
ван!я, то указаня библографическаго и историческаго характера, 
которыя найдетъ здЪфсь читатель, неполны. 

Ц$ль нашего сочинен!я сдвинуть съ мертвой точки окаменфлую 
твердыню классическихъ премовъ счета, заинтересовать преподава- 
телей удобствомъ и красотой н$которыхъ методовъ, не принятыхъ 
въ школф. 

Достигнута ли эта цфль — предоставляемъ судить читателю. 

Считаемъ своимъ долгомъ выразить глубокую благодарность 
бывшему профессору НоворосСйскаго Университета И. В. Слешин- 
скому за просмотръ рукописи предлагаемой работы и указане глав- 
нйшихъ недочетовъ ея и г. И. Гибшу за внимательное чтене 
корректуръ. 


_Я. билиппобвэ. 
25 апрфля 1912 г. 
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$ 1. Сложеше и вычитае натуральныхъ чиселъ. 


О сложенм и вычитанйи натуральныхъ чиселъ намъ не при- 
дется много говорить. Общераспространенный премъ сложеня мо- 
жеть быть упрощенъ лишь при помощи той или иной удачной 
комбинащи слагаемыхъ. Быстрота и точность при производств 
этихь основныхъ операшй зависятъ отъ большей или меньшей сте- 
пени вниманя, а также и отъ практики. Что касается вычитанйя, 
то иногда можно пользоваться методомъ дополнительнаго вы- 
читан1я. 

Пусть № = а, а,а:...а», М =616.6....6т. ЗдЬсь, какъ и 
въ дальнфЙшемъ, соединене а а.аз... а» обозначаетъ: 


а, + 10.а,„_—- 100. а„_›- 1000. аз... + 10” *. а, 


при чемъ предполагается. что цфлыя числа а., а, а.,.-., а» од- 
нозначны, т. е. меньше 10. Условимся для сокращеня называть 
однозначныя числа цифрами и обозначать натуральныя числа и нуль 
латинскими буквами. Произведене числа а на число р мы будемъ 
обозначать символомъ а.6. Пусть будеть М> М. Требуется вычесть 
изъ числа // число М: 


М— М=М+ 10" — 10" — М = М- 10"+ (10*-- М). (1) 


Число 10” — // называется дополнен!емъ числа ЛИ. 

Оно получается, если первую съ конца (справа) значашую 
цифру числа Л вычесть изъ 10, а слБдующ слфва— изъ 9. Такимъ 
образомъ, дополнене числа 4829 равно числу 5171; дополнене 
числа 382010 равно числу 617990. Изъ формулы (1) видно, что 
вычитан!е натуральныхъ чиселъь можно замфнить сложенемъ умень- 
шаемаго съ дополненемъ вычитаемаго. 

Облегченше, которое здЪфсь достигается, зависитъ отъ того, что 
въ этомъ случаф мы имфемъ дфло лишь съ разностями вида 10 — а 


2 
и 9 — а, которыя легко запоминаются. Вычтемъ 4829 изъ 72345. 
Замфняя вычитаемое 4829 его дополненемъ и складывая уменьша- 
емое съ полученнымъ дополненемъ, имфемъ: 72345 {+ 5171 = 77516. 

Уменьшая это число на 10000, мы получаемъ’ искомую раз- 
ность 67516. 

Этимъ методомъ удобно пользоваться тогда, когда приходится 
совершать н$фсколько сложенй и вычитанй. Тогда при помощи 
дополнен! мы всф операщи приводимъ къ сложен!ю. Въ виду того, 
что при логариемическихъ вычисленяхъ этотъ способъ общеупо- 
требителенъ, слфдуетъ ознакомить съ нимъ учащихся въ младшихъ 
классахъ 1). 


$ 2. Методическое умножеше. 


Переходя къ умножен!ю натуральныхъ чиселъ, упомянемъ прежде 
всего о весьма важномъ пр!емф, называемомъ способомъ методи- 
ческаго умножен!я. Этотъ способъ извЪфстенъ былъ еще индусамъ 
УТ въ в5к$ нашей эры, а въ ЕвропЪ впервые появился въ печати въ 
сочинени Леонарда Пизанскаго (Геопаг4о Р1запо, [ЛЪег аЪЪас!) ?). 
Этотъ премъ состоитъ въ сл$дующемъ. 

Пусть 4 и В будутъ два натуральныя числа и пусть 


А=а + а, . 10а, . 10+ ..., 
В=Ь+Ь. 10+ В. 10° +.... 
Тогда произведене „1 и В равно числу: 
А. В=аь. 66+ (а ба, . 6) .10-Н (а, . 6. а,. 6, {а - бо). 10°... 


Отсюда видно, что послфдняя цифра — цифра единицъ — произ- 
веденя а, .6б, будетъ послфдней цифрой произведеня .4.2В; цифра 
десятковъ произведенЯ „41. Б получится, если къ цифрЪ единицъ числа 
а. 6, + а, : % прибавимъ цифру десятковъ числа ау. бу ит. д. 
Пользуясь этимъ премомъ, мы можемъ вычислить произведене двухъ 
натуральныхъ чиселъ, не записывая вспомогательныхъ вычисленй, 
а совершая необходимыя операщи въ умЪ$: 


2301 
х 9564 
1297764 . 
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—_ 


Вотъ послфдовательныя вычисленя, которыя необходимо про- 

извести въ умЪ: 

} 1) 1х4=4, 

{0 2) 1Ж6 -0Х4=6, 

ео 3) 1х5 0х6 3ЗХ 4 = 17, 

гит 4) ОХ зб 2Х4 = 26, 
юке: 5) 26 1 = 27, 
6) Зж5- 2х6 = 27, 


С - 

рег СГ 7 274+2=3, 

мег: ‚ 8) 2Ж5 = 10, 
.; `г““`< 9) 10-2 =12. 


в 
Слфдующая наглядная таблица объясняетъ премъ методическаго 
умноженя одного трехзначнаго числа абс на другое трехзначное 


число раг: 
Табл. 1 
ооо 
с.7 сд +6-т ср+б чат 
Единииы Десятки Сотни 
Хх ^ [` 
р. р+а:4 а р 


Тысячи Десятки тысячь 


Пач!оли (Расшо1о) 3) называлъ этоть способъ „умноженемъ 
накрестъ“. Индусы называли его способомъ „молни“. Современ- 
ные авторы иногда называютъ этотъ способъ „симметрическимъ“; 
согласно „Энциклопеди“ %) мы назовемъ этотъ премъ „методи- 
ческимъ“. 

Для облегченя вычисленй можно при методическомъ умно- 
жени пользоваться премомъ подвижного множимаго Ж. Фурье 
(Л. Еоинет) $). 

Множимое надписываютъ на отдфльной полоскф бумаги, рас- 
полагая цифры его въ обратномъ порядкЪ. Чтобы вычислить пер- 
вую цифру произведен!я, располагаютъ множимое надъ множите- 


лемъ такъ: 
Табл. 2. 


ВыЬЫ... 


Перемножая цифры, стояшя одна подъ другой, получимъ: 
Фо . И и 
Для вычисленя второй цифры произведеня располагаютъь 


множимое и множителя такъ: 


Табл. 3. 


в... 


аа аа, а 
т. е. подвигаютъ множимое на одну цифру влфво; опять пере- 
множаютъ цифры, стоящ{я одна подъ другой, и получаютъ: 

бо - а, + 6, - аъ - 


Подвинувъ множимое еще на одну цифру влфво и перемноживъ ци- 
фры, стояш1я одна подъ другой, получимъ: 


бо - а 6, - а, + 6. - ао 


Прин умножен!и многозначныхъ чиселъ, въ виду трудности про- 
изводить сложеня въ умЪ, Люротъ (1. [.йго{В) 8) совтуетъ отдфльно. 
записывать произведенйя: 


Ч бо, . 9-6, На, 9, @- 6, а, . 6, а, - 4, 


Такимъ образомъ, при умножени 6285371 на 374289 мы послЪ- 
довательно получаемъ числа: 


9, 71, 85, 87, 153, 156, 148, 128, 91, 62, 48, 18. 
Эти результаты мы записываемъ вмфстЪ такъ: 


8 82188637519 


о Е к т № 
1469246565887 


о 
1111 


2 3 0205040226219 
Такимъ образомъ мы получаемъ: 


6285371 Хх 374289 = 2352545226219. 


Методическое умножене можно производить и въ обратномъ 
порядкЪ, начиная съ высшихъ разрядовъ. Такъ именно произво- 
дится умножене безконечныхъ десятичныхъ рядовъ.— ирращональ- 
ныхъ чиселъ и перодическихъ дробей. 


Количество операшй въ обоихъ случаяхъ одно и то же, но 
первый способъ имфетъ то преимущество, что при вычислени цифръ 
произведеня необходимыя сложен!я цифръ одинаковыхъ разрядовъ 
можно производить въ ум, и н-тъ надобности записывать отдфльно 
коэффищенты произведен!я, если перемножаемыя числа не очень 
многозначны, тогда какъ при второмъ премЪ безъ вспомогатель- 
ныхъ записей обойтись невозможно. 


5 3. Различные премы умноженя натуральныхъ чиселъ. 


Въ зависимости отъ величины и вида множителей прим$ня- 
ются разнообразные пр!емы, болфе или менфе удачные. 


Большинство изъ нихъ было извЪстно еще въ древности 7). 
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Прежде всего упомянемъ о способф дополнительнаго мно- 
жителя. Этотъ способъ основанъ на примфнени формулы: 
а. 6 = 10". 6 — (10*— а) .6, 
гдф и есть число цифръ множимаго а. 
Примфняя эту формулу къ умноженю числа 236 на 998, по- 


лучимъ: 
1) 236000, 


2) 236 Х 2 = 479, 
3) 236000 — 472 = 235598. 


Разсмотримъ н$5которые частные случаи. 

1. Умножен!е на 9, 99, 999 ит. д. 

Если а = 9, то а. =9.6 = 10.6—6. Такимъ образомъ, 
приписываемъ справа множимаго нуль и вычитаемъ изъ полученнаго 
числа первоначальное множимое: 

89357 . 9 = 804313. 
893570 
— 89357 
804213. 


2. Умножен{е на 11, 101, 1001 ит. д. 8). 


Если а = 11, тт а.б=11.0=10.6--6. При этомъ можно 
примфнять слфдуюшй приемъ: прибавляемъ въ ум къ числу по 
нулю справа и слЪва; потомъ въ этомъ новообразовавшемся числЪ 
прибавляемъ, начиная съ правой руки, каждую цифру къ сосфдней 
сл$ва, пока не дойдемъ до начальнаго нуля: 


752834 Х 11 = 8281 174. 
Вотъ схема этого према: 
Табл. 4. 
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Чтобы умножить число на 101, мысленно помфщаемъ возлЪф 
него справа и слЪва по два нуля, потомъ складываемъ сотни съ 
единицами, тысячи съ десятками, десятки тысячъ съ сотнями и т. д.., 
пока не исчерпаемъ всфхъ разрядовъ числа: 


8706 Хх 101 = 879306. 


Вотъ схема этого пр!ема: 


Табл. 5. 
© 9 3 76 о © О о 
3 % 5 5 ®) © 


Если абсолютныя величины обЪфихъ разностей 10”— а и 10*— 
не велики, то можно примфнять слфдлующую формулу дополни- 
тельнаго умножен!я: 

а. 6 = 10°. [а — (10* — 5)] + (10"— а). (10*— 5), 
гдф и есть число цифръ одного изъ сомножителей. 


Прилагая, напримЪръ, эту формулу къ умноженю 998 на 981, 


получаемъ: 
998 Х 981 = 979038. 


Вычисленя можно расположить такъ: 
1) тысячи... . . 998 — 19 = 979, 
2) единицы .. .. 19 Ж2 = 38, 
3) произведен!е. . 979038. 


Примфняя тотъ же способъ къ умноженю 1022 на 997, по- 
лучаемъ: 


1022 Хх 997 = 1018934; 
1) тысячи... . . 1022 — 3 = 1019, 
2) единицы ....-— 22 ЖЗ = — 66, 
3) произведен{е. . 1018934. 
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Н$которые авторы предлагаютъ разлагать множимое на алге- 
браическую сумму н$сколькихъ чиселъ, составленныхъ только изъ 
цифръ: 0, 1, 2, 5. Такъ, произведене 7289795. М вычисляется по 
этому методу такъ: 


7289795 . М = 5200005 . М + 2100000. М — 10210 . №. 


А. Коши (А. СаисВу) 9) предложилъ замфнять цифры, большяя 56, 
ихъ дополненями до десяти, обозначая эти дополнения отрицатель- 
ными цифрами. 


Такимъ образомъ, при совершени умноженя приходилось бы 
умножать только на 2, 3, 4 и 5. Такъ, чтобы умножить 8267 на 
725, надо преобразовать эти числа соотвфтственно въ такя формы: 


12333 и 1325. 
Умножая эти числа другъ на друга, получимъ произведенше въ сл$- 
дующемъ видф: 


14014425; 


_ преобразуя же это число вновь, получимъ: 5993575. 


Въ своемъ сочинении, „зитта 4е Агёитейса“ Лука Пач!оли 
излагаетъь 8 способовъ умноженйя. 

Обыкновенный пр!емъ онъ называетъ Бег!сиосо!1; видоизм$- 
неше этого према, заключающееся въ томъ, что множимое раньше 
умножаютъ на единицы высшихъ разрядовъ множителя, а затЪмъ на 
единицы низшихъ, онъ называеть са${е]ис10, т. е. „маленькимъ 
замкомъ“. 

Для сравнен!я умножимъ 8325 на 7342 этими двумя способами: 


Табл. 6. 


1) Обыкновенный премъ: 


‚ 8325 
х 7342 
16650 
33300 
24975 
08275 


61122150 61122150. 


—- 


Второй изъ описанныхъ способовъ нЪсколько удобнЪе перваго, 
общепринятаго; преимущество второго способа обнаруживается при 
десятичномъ умноженши въ томъ случаЪ, когда мы хотимъ получить 


приближенный результать и интересуемся только единицами выс- 
шихъ разрядовъ. 


Пач!оли пользуется еще пр!емами диадгПа{его и сосен В 
( 


располагая множителей въ особыхъ таблицахъ. Послфдне прёемы <>, (6 © се 
интересны только съ исторической точки зр$ня. к ха. ЕЯ 
и | 7: бе еее: 
Многочисленные примфры примфненя н$5которыхъ изъ описан- } те 


ныхъ премовъь и другихъ, менфе интересныхъ, читатель можетъ 
найти въ сочинеми Феликса Мартеля (ЕР. Маце!) „Премы бы- 
страго счета“ 8). (Ср. стр. 6). 


Въ школьное преподаван!е безусловно желательно ввести спо- 
собы методическаго умноженя, дополнительнаго и второй пр!емъ 
Пач!1оли. Объяснене према методическаго умноженя можно дать 
на урокахъ буквеннаго исчисленя, какъ примфръ приложеня пра- 
вила умножен!я многочлена на многочленъ. СлФфдуетъ также ука- 
зать на сокращенные пр!емы, употребляемые въ частныхъ случаяхъ, 
какъ напримфръ, при умножени на 9, 99, 11, 12, 15, 25, 29 и 
т. д. Но при этомъ необходимо соблюдать извфстную мфру и не 
затруднять учениковъ запоминанемъ весьма большого числа пр!- 
емовъ, подчасъ весьма неплодотворныхъ. 


$ 4. ДБлене. 


Изъ четырехъ ариеметическихъ дЪйствйЙ надъ числами нату- 
ральными наиболфе сложно и трудно выполнимо дфлене. Эта опе- 
ращя въ средне вфка считалась столь сложной, что, говорятъ, су- 
ществовала особая ученая степень „магистра дфленя“. Вотъ почему 
не скоро установился опредфленный премъ этого дЪйствя. 


У древнихъ не было яснаго пониманНя задачи дфленя, и въ 
большинствф случаевъ эта операшШя приводилась къ ряду посл$до- 
вательныхъ вычитанйЙ. 


Способъ выполнен!я этой операШи европейцы заимствовали у 
арабовъ. Въ ариеметикь Альхуаризми (А\Поуагезпи) 19) дается 
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подробное описан!е этого дЪйств!я; дфлитель пишется подъ дфлимымъ, 
а посл$довательныя частныя надъ дфлимымъ. 


СредневЪковые писатели заимствовали этотъ способъ у ара- 
бовъ. Впослфдстыи этотъ премъ въ отличе отъ общераспростра- 
неннаго теперь „нижняго дфленя“ назвали „верхнимъ дфлешемъ“. 
Въ н$5сколько измфненномъ видф этотъ премъ встр$чается у Па- 
ч1оли подъ назван!емъ „ра!еа“. На Руси и въ ХУП столЪи поль- 
зовались средневЪковымъ способомъ 11). 


Вотъ примфръ расположеня вычисленй въ русскихъ рукопи- 
сяхъ ХУП столЪт: 


Табл. 7. 
Д$лен1е 45672 на 6. 


301 
45672 | 7612. 
6666 


Дфлитель каждый разъ подписывается подъ той частью дфли- 
маго, начиная съ лфвой руки, которая на него дфлится. ПослФдова- 
тельно получаемые остатки пишутся надъ длимымъ и именно надъ 
тфми его разрядами, отъ вычитаня изъ которыхъ они получились. 


Общераспространенный способъ расположеня вычисленй при- 
нятъ въ ЕвропЪ съ ХУ столЪ\я. Впервые появляется этотъ способъ 
расположеня вычисленй въ печати въ трактат Ф. Каландри 
(Ри. Саапап, Е]огепсе, 1491). Пач!1оли называеть его спосо- 
бомъ „придачи“. Еще въ средне вфка этоть премъ былъ усо- 
вершенствованъ. Въ томъ случаЪ, когда н$сколько чиселъ прихо- 
дилось дфлить на одно и то же число, составляли таблицу произве- 
ден!й дфлителя на однозначныя числа и этой таблицей пользовались, 
изб Бгая такимъ образомъ пробы и сводя дЪлене къ вычитаню. 


РаздЪфлимъ для примфра число 823567201 на 17 (см. табл. 8 
на стр. 11). Чтобы раздфлить 82 на 17, ищемъ въ таблицф ближайшее 
число, меньшее, чфмъ 82: оно равно 68 и ему соотвфтствуетъ частное 
4 ит. д. При многозначномъ дфлителЪ этотъ пр1емъ малопрактиченъ. 
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Табл. 8. 
В 823567201 ‘17 
17.2 = 34 68_ ` 48445129 (частное) 
17.3 = 51 _ 143 
171.4= 68. 136 
1-5 85. 75 
17.6=102 | в 
17.7 = 119 | р 
17.8 = 136 г. 
17.9 = 153 .. 
_ 22 
17 
_ 50 
34 
161 
153. 


8 (остатокъ). 


При обыкновенномъ способф дфленя, вычислен!я занимаютъ 
много мЪста въ вертикальномъ направлени. Чтобы избЪфгнуть этого 
неудобства, Люротъ 8) рекомендуетъ располагать вычисленя нф- 
сколько иначе. Такъ, предыдущй примфръ можно записать слфдую- 
щимъ образомъ: 


4 8 Табл. 9. 
че 
281431 4 
36 76| 4 
5 .1 58 г 
6 я | 8 881 1 
7 75 212 9 
2 И 
0 Го 4 65 
1 13,8 


Ея 
$ 5. Дополнительное дБлеше. 


Другой методъ дЪленя ведетъ свое происхождене изъ рим- 
скихъ источниковъ. Я подразумфваю дополнительное дфлен!е, 
неясные намеки на которое встрфчаются у Боэция 12); оно описано 
у Герберта въ его трактатЪ „ГлБеПи$ 4е питегогат 41\1$10опе“ 13). 
Пусть аи В будуть два натуральныхь числа. Если 6 есть число 
й-значное, то предполагая, что ф не есть единица какого-нибудь 
разряда, имфемъ соотношене: 


10" > р > 10—1. 


Пусть 10” — 2 = 4. Число 4 будетъ, такимъ образомъ, лопол- 
ненемъ числа 6; если требуется раздфлить а на 6, то, предполагая, 
что а =ф.а- и, и подставляя на мЪсто ф число 10” — 4, получимъ: 


а = (10"— 4) а-и. 


Отсюда слфдуетъ, что х =а-+4.4- 10”. 4. Изъ этой фор- 
‘мулы видно, что для опредфленя остатка отъ дфленя числа а на 
число ф, надо умножить дополненве дЪфлителя на частное, произве- 
дене прибавить къ дфлимому и изъ полученной суммы вычесть 
частное, умноженное на 10”. 

Если а + 4.4 = 10”. 4, то разсматриваемая формула пригодна 
для опредфленйя остатка. Если же а-+ 4.4< 10"*.4 и д есть испы- 
туемое частное, то испытываютъ такимъ же образомъ число 
(9—1 ит. д. 

Раздфлимъ, напримфръ, по этому способу число 259 на 98. 


_+ 4 2,6428... 
(2) 630 
+ 12 
(6)420 
+ 8 
(4) 280 
4 
(2) 840 
+ 16 
(8)560 ит. д. 
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Д$лимъ 2959 на 98, въ частномъ получаемъ 2; умножаемъ 2 
на дополнене 98, т. е. на 2,— получаемъ 4; это 4 прибавляемъ къ 
дБлимому 259, получаемъ 263; вычитаемъ изъ 263 число 10” а, т. е. 
2.100, — получаемъ первый остатокъ 63, который раздробляемъ въ 
десятыя доли, приписывая справа 0. Чфмъ ближе дБлитель къ 
числу 10” и, слЪдовательно, чфмъ меньше его дополнене 4, тЪмъ 
этотъ премъ плодотворнЪе. 

Обыкновенный процессъ дфленя состоитъ изъ трехъ операшй: 
опредфленя цифры частнаго, умножен!я найденной цифры частнаго 
на дЪлителя, вычисленя остатка. Облегчене, доставляемое дополни- 
тельнымъ дфленемъ, состоитъ въ преобразовании второго и третьяго 
процессовъ обыкновеннаго дфленя: въ случаф, если 4 меньше р, 
то, во первыхъ, вообще говоря, легче вычисляется произведене 4.4, 
чёмъ 2.4, во вторыхъ, третй процессъ — вычитанше — замфняется 
въ дополнительномъ дфлени сложенемъ. Весьма удобно пользоваться 
этимъ премомъ при дфлени на 9, 95, 96, 97, 98, 99 ит. д. 
Этотъ премъ былъ очень распространенъ у абацистовъ. Въ виду 
того, что Гербертъ изложилъ этотъ способъ примфнительно къ 
вычисленямъ на счетной доскЪ —абакЪ, этоть пр!емъ казался очень 
запутаннымъ и труднымъ, почему и былъ названъ „желфзнымъ 
дфленемъ“ или „дфленемъ съ дополнешемъ“ (41150 Т1епеа $уе 
411510 сит ЧШегепна) въ отличе отъ обыкновеннаго према, назы- 
ваемого ›золотымъ дфленемъ“ или „дфленемъ безъ дополненя“ 
(411510 аигеа $1уе 411$10 зше ЧШегепча). 

Премъ дополнительнаго дфленя можно обобщить. 

Пусть 4=В.О+ЁРА и 0О=АЗВ; пусть В=М- ПО. 
Тогда 

А=В.О+Ю=М.О-Б.О+ В. 
Пусть, кромЪ того, 
АМ. О’ К! и 0= < М. 
Сопоставляя это равенство съ предыдущимъ, находимъ: 
и.О-В.О+Е=М. О'+ К, (1) 
откуда ` 


КЕМ. (0'- +В. ОЕ’. (2) 


Если О’= О, то: 
К =^+О. 0’ (3) 
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и, слЪдовательно, 
Е'-+ О. 0О’< В. (4) 


Если О’ О, то, полагая въ формул (2) М= В+ Он 
О -— О’ =5, получимъ: 


Ю=в'+р.0'—$. В. (5) 
Отсюда слфдуетъ, что въ разсматриваемомъ случаЪ 
ю'+Ь. 0’ = В. (6) 


Легко видфть, что случай (О)’>> О невозможенъ, такъ какъ 
О=Е(3, 0'=Е( =, а №> В. 

Такимъ образомъ, справедливы обратныя положения: 
1) если А'+ О. О’Х В, то О=О'; (7) 
2) если ^А'+-О.О’= В, то О О’. (8) 

ПослЪдня два положен!я могутъ служить критер!ями правиль- 


ности дфленйя. 


Раздфлимъ, напримфръ, 720931 на 19. Представляя 19 въ 
вид 20 —1, мы будемъ имЪть: В = 19, М№=20, Д=1. 


720931 | 20—1 


— 60 37 (8) 43 
12 9 

а, 23 
15 


Такъ какъ 15 < 19, то цифра 3 пригодна, и дълен!е можно продол- 


жать дальше. 
150 


—- 140 
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Такъ какъ 27 >> 19, то цифра 8 непригодна; поэтому опредфляемъ 
соотвфтствующую цифру д$ленемъ 179 на 19; получаемъ 9. Поэтому 
остатокъ 27 надо исправить согласно формулЪ (4) вычитанемъ про- 
изведеня ‚5.2, равнаго 19. Такимъ образомъ, мы получимъ далфе: 


Въ частномъ получаемъ 37943, а въ остаткЪ 14. 


Какъ увидимъ далЪе, дополнительное дЪлене въ такой формЪ 
дфлается схожимъ съ безконечнымъ дЪлен1емъ. 


Такимъ же образомъ можно установить пр!емъ` дБленя въ 
случаЪ, если В = М0. Тогда будемъ имть: 


А=М. 0+. 0+ 


и 
А = М. О’ К,, 
откуда 
№. ОВ. ОК =\М. О’ А". (9) 
Далъе получимъ: 
К=\№.(0'-9)-в. ОА". (10) 


Разсуждая подобно предыдущему и принимая во внимане, 
что ()’> О, получимъ два предложен: 


1) если А’). О’ 0, то О=О'; (11) 
2) если ^’— Р.О’<0, т О<О.. (12) 


(4, у 
СТ}. 2 


/ «(е: Е. 
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Дополнительное д5лене въ такомъ видф дфлается схожимъ 
съ дълен!емъ Фурье (1. В. Роцпег). 

Практически имфетъ значене дополнительное дфлен!е лишь 
въ случаь, если В = М— 0), при чемъ облегчене значительно, 
если число М представляетъь изъ себя удобнаго дфлителя, а /) не- 
больше 9 —напримфръ, если 


В = 199, 299, 399, ..., 198, 298, 398, .... 


$ 6. Методическое дБленве Фурье. 


И. Фурье (/. В. Еоипег) 14) создалъ замфчательный пр!емъ, при 
помощи котораго значительно упрощаются вычисленя въ случа$ мно- 
гозначнаго дФлителя. 

Вотъ какъ онъ описываетъ этотъ премъ, который имъ названъ 
„расположеннымъ дфленемъ“ (1а 41\1510оп ог4оппбе), а мы, согласно 
„Энциклопед!и“, назовемъ „методическимъ“. ОтмЪфтимъ прежде всего 
нЪ сколько первыхъ цифръ д$лителя; отмфченныя цифры будутъ 
составлять частичнаго дфлителя; дфлимъ первое частичное д+- 
лимое обыкновеннымъ способомъ на частичнаго дфлителя; получен- 
ное однозначное частное образуетъ первую цифру искомаго част- 
наго. Зат6мъ сносимъ къ полученному остатку слЪдующую цифру 
дфлимаго; раньше, ч$мъ дфлить второе частичное дфлимое на частич- 
наго дфлителя, мы вычитаемъ изъ этого дЪлимаго особымъ образомъ 
составленную поправку; получаемъ исправленное второе частич- 
ное дЪлимое. ДФфлимъ его на частичнаго дЪпителя и получаемъ въ 
частномъ вторую цифру искомаго частнаго. Такимъ образомъ испра- 
вляемъ и остальныя частичныя дфлимыя. 

Чтобы опредфлить вычитаемую изъ частичнаго дфлимаго по- 
правку, напишемъ найденныя цифры частнаго въ обратномъ порядкЪ 
подъ такимъ же количествомъ цифръ д$лителя, слЪдующихъ за 
отмфченными цифрами его. Затфмъ умножаемъ каждую изъ 
этихъ цифръ на стоящую сверху и полученныя произведеня скла- 
дываемъ; полученная сумма будетъ искомой поправкой. 

Каждый разъ, какъ нужно снести къ остатку цифру дФлимаго, 
испытываемъ, будетъ ли этотъ остатокъ равенъ или больше суммы 
найденныхъ цифръ частнаго. Если это услов!е выполнено, то по- 
слЪдняя найденная цифра частнаго вфрна (см. табл. 10). 
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Фурье даетъ сльдующ примЪръ. 
Табл. 10. 
Раздфлить 12345678... на 234567898... 
4 44... [28 Е 
123456781 $.... 234567898... 
, — 1170 526315... ракет деи ре} 
С — —3 с С, == | 
Увек, ее (64 > 5; цифра 5 вр) ^ 
уток 0 95=5.5 
= мы а 
пр.га с’ гих. 620 й 
| — 468 
92 вкусе 1526 (152>5--2; цифра 2 вфрна) 
рггреР^^ — 40=5.6-{2.5 
и. те. сл. 1486 С 27°, 6, 
— 1404 


12 круект = = 897 (82 >5-+2-+6; цифра 6 вЪрна) 
а - — 77=5 7-2. а 5 
ие. Рав в, мг. 1750 г, 15 С, Е, 
— 702 
ИХ ое, 488 (48 >54+2+6-- 3; цифра 3 вфрна) 
ие ‘ик  —105=5.8-2. РВ 6+3. | 
ие ее 57.0. 383 + и 1 с. А ее сё 
— 234 
/УЯ реуете в 1499 (149 >5+2+6+3-+1; цифра 1 вфрна) 
и ие — 126=5.9429.846.7+3.6+1.5 
пер Вы та Тб, чб бе, 6 


— 1170 _ 
203 еек 2038 (208 >5+2+6+3-+1+5, цифра 5 вфрна) 
сы — 158 =5.8-42.9+6.83.7-41.6-5.5 
иезур.2 67 Е). 1880 Сл; В че я р в. ее Аг о 
г: а: +2 И 29 


ЗдЪфсь первое частичное дфлимое есть 1234, второе исправлен- 
ное частичное дфлимое есть 620, третье исправленное частичное 
дЪлимое есть 1486 и т. д.; первая поправка равна 25, вторая — 
равна 40 и т.д. Однако, можеть случиться, что остатокъ какой- 


нибудь операщи булетъ меньше суммы найденныхъ цифръ частнаго. 
2 


МА 
2 в, я 
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Такъ, продолжая вычисленя дальше, находимъ 7-ое исправленное 
частичное дфлимое 1880; для его на 234, получаемъ въ частномъ 
8, а въ остаткБ 1880 — 1872 =8; э-2 +6 {+ 3+1-5-+8>8. 

ПослЪднйЙ случай Фурье не изслфдовалъ достаточно глубоко. 
Именно, онъ рекомендуетъ для испытаня пригодности цифры част- 
наго поступать такъ: вычислить соотвфтствующую поправку и, 
если исправленное частичное дфлимое меньше нуля, то испы- 
туемую цифру частнаго уменьшить на единицу. Если исправлен- 
ное частичное дЪлимое не меньше нуля, то испытуемая цифра част- 
наго вфрна. Однако, эти утвержденя Фурье оказались непра- 
ВИЛЬНЫМИ. ; 

КромЪ того, методъ Фурье нуждался въ строгомъ доказа- 
тельствЪ5 и быль далеко не полонъ, пока не было дано правила 
для вычисления остатка. | 

Въ такомъ несовершенномъ видф премъ Фурье оставался 
долгое время. Впервые даетъ полную теор!ю этого метода Люротъ 
(Г. ГагоВ) 15). 

$ 7. Задача дВленЯ. 


Раньше, чфмъ приступить къ строгому изложеню метода 
Фурье, мы дадимъ точную формулировку задачи дфленя натураль- 
ныхъ чиселъ. Пусть а и 6 два натуральныхъ числа. Раздфлить 4 
на $ — ‘значить найти такое число у, которое удовлетворяло бы 
равенству: 


а=ф.у. (1) 
Пусть | 
у = С. 10" + С,. 10+ С,. 102+... 6.10 + 64 
ЗдЪсь Су, С., С.,..., суть цифры, С.-+0. Пусть т какое ни- #0. 


и 
будь цфлое число; символомъ /)„ обозначимъ часть числа у, состав- й 
ленную изъ первыхъ жж + 1 цифръ, этого числа. Для отрицатель- 
наго 242 будемъ считать /)„ = 0. Такимъ образомъ: 


р» = С,. 10" + С,. 101+... Сы. 10+ Сь. (2) 


Принимая во вниман!е формулу (2), равенство (1) можно 
представить въ слБдующемъ вид$: 


а=ф. [(Сь. 10” + С,. 10"—1 +... + Сы. 10 4 С„) . 10" + 
+ (Сим | С ) 10°—"—2--. )] = с 
=Ь. Он -10-= + В, иле @® 
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ГДЪ 
ЮС» о р . (Сыч . 10"—”"-—1 + Си . 10*—"—2 -- Г. -) (4) 
Число А®) = 0. КромЪ того Ю”) < ф. 10*"—". Дфйствительно, 
если рядъ у конечень, то уд” 
Сонни < 10" + Си, 10" +. < 7, 6) 
= р . 10"—”. 


Если рядъ у безконеченъ, то, начиная съ н+котораго С», не всЪ 
коэффищенты равны 9, ибо въ противуположномъ случаЪ рядъ у 
былъ бы конечнымъ. Стало быть и въ этомъ случаБ справедливо 
неравенство (5). Такимъ образомъ соотношенйя: 


а=ф.о. НЫ: 


6 
Ь. 10*—" >> > 0 (6) 


булуть удовлетворены, если въ нихъ на мёста О и А подставитъ 
соотвфтственно числа /)„ и А”). При этотъ, какъ нетрудно дока- 
зать способомъ отъ противнаго, система (6) допускаетъ только 
одно рфшене. : 

Число [)„. 10”"—”" мы будемъ называть частнымъ (и—1)-го 
порядка отъ дфленя числа а на число 6, а число Ю@) — остат- 
комъ (и— т)-го порядка отъ дфленя числа а на число 6. 


Число у, удовлетворяющее соотношеню (1), называется полнымъ 


частнымъ. Въ этомъ случаЪ, остатокъ, очевидно, равенъ нулю. 
Частное нулевого порядка /), мы будемъ называть цфлымъ част- 
нымъ отъ дфленя числа а на число 6. Остатокъ нулевого по- 
рядка А”, очевидно, есть цфлое число или нуль. Мы будемъ его на- 
зывать наименьшимъ цфлымъ остаткомъ отъ д5леня числа а на 
число 2. Задачи дфленя могутъ быть различнаго вида: 

1) опредфлить частное и остатокъ порядка $; въ частномъ 
случав либо опредфляется полное частное, либо цфлое частное и 
остатокъ. 

2) не опредфляя частнаго, опредфлить остатокъ порядка $; 
въ частномъ случаЪ требуется опредфлить наименышй остатокъ. 


Частное порядка $ отъ дфленя числа а на число $ мы будемъ 


обозначать знакомъ О, (а, 6). Остатокъ порядка $ отъ дфленя 
2 * 


т а 


“ро ? 
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числа @ на число 6 мы будемъ обозначать знакомъ Л, (а, 6). Полное 


а 


частное мы будемъ обозначать знакомъ а:6 или $ а цфлое 


а 
частное — знакомъ А (>). 


$ 8. Теоря метода Фурье. 


Требуется раздфлить р-значное число а на д-значное число 6. 


Пусть 
- = во. 10 В 10 в, 10 Б.А 
о ра ь. при чемъ В., 6, 8,,...суть цифры, а % есть Ё’-значное число И 
+К й : (Е = 4), составленное первыми #” цифрами дфлителя р. _ 
Выдфлимъ въ дЪлимомъ а первое частичное дфлимое а и \“". 
представимъ его въ видЪ: а 
а=а 10°" а, . 107+ а, . 102 -- аз. 1028 --.. + т. 
при чемъ а;, а., аз,... суть цифры, а а, есть Р-значное число. а | 
й виду того; ‘что — ТОРЕ. 
‚9 У у ‚ © 
71 10>Е } _ 
_@ ‚равно „либо, №, ‚ либо. А’. 1. 
Пусть ‘требуется Е частное : 
у = г = со. 10” с, . 10" с, . 10"? | с, . 10"... (1)+6,.Й 
а - 
›-к- даЕа ®”. Если =, то т=р-- 4; если же В = #1, то ж=р— 4—2 


Умножая 0обЪ части равенства (1) на $ и сравнивая коэффи- ‹.. 
щенты при одинаковыхъ степеняхъ основаня 10, мы получаемъ 


равенства: {= Е. 
Е. ь-К Чо = 5 - бо, 
| а = бь-с, 6 - бо, (2) 
аз = бо. с, 6, - с, 6, - бо, 
РЬшить эти уравненя относительно с%, С,, с., ..., такъ, 
чтобы рфшен!я оказались положительными цифрами, не всегда воз- 


—.-—.-.-. 
можно; однако, всегда можно рЪшить рядъ слБдующихъ уравненй: 


>. 


2] 


а, = в - 5 + т, 
о: 10а, = %-са В -е-и, 
и: - 10 а, = 5-6, -с, + 6, - в Н#ь, (3) 


а ОА, = № ое. +в и, 
| такъ, чтобы числа ут, т, ет С, б,.. .,с, оказа- || р 
| лись цфлыми; при этомъ числа 7, 7,, 7», 7.,..., 7, можно выбрать — бое 
` такъ чтобы они были не р меивиьы и не е большими числа 5—1. 4 И 


РЕЯ -—=- 


г 


р: р _ хм РР 


(> 1, = ав, 
бе. +2 = а 
ИА ь г а БАНЬ.) 


& = = 5 


не = ‚ Ю-а, (6, ный 


Числа 7,7, 7.,..., мы будемъ называть (6 числа 
Со, С: б5, Сз... частичными частными; числа (5. . 1 а-- 
+ 6. . р, 6, аб. - 6. а) ... — а они Флимыя (4) 
можно йазвать исправленными частичными дфлимыми. 

Умножая обЪ части перваго изъ равенствъ (3) на 102-—*, второго 
— на 1021, третьяго — на 102-®? и т. д. и складывая почленно 
полученныя равенства, посл преобразован!я получимъ: 


ав ПОР" -На, 107" а, 107... а». 10Р "= 
=5, с.10% "ЕВ, НВ, -со). 105’ "(во с + 61-с, Н6ь-со). Ве 
+ (6 с В, си --- + вы: 60): 10" у,. 102". (5) 
Формулу (5) сокращенно можно записать такъ: 


1=лп 


и >= ее - >» .107—* = |. 1-10" о) 
{ 


1=9 е=0 


гд5 Р’и 27 имфютъ значеня, указанныя на стр. 20. 


. т и; =! у * +. 
д: о „@ к-® | И И а 
ВИ 67 о ие И и? .. + и: а! Е) 2 —, 


ре а г . = о Е: ' 
т у ` |» ) И Що 21447 - р ; 


ть 
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Полагая въ этой формул и = о и предполагая, что рядъ 


= © 
У с;. 10” сходится, получимъ: 
#=0 
$ — < 
в ой: 
а=ф. с; 10” -- пред. 7» . 10? ` (7) 
п=ох 
# —= 


Но такъ какъ мы предположили, что 7,, 7, 7з,..., 7» суть 
числа не отрицательныя и не болышя числа 0, — 1, то | 


НВ И 
пред. 7» . 1077" = 0. ты 21 = ср? 


у => =) 


Остается еще изслфдовать вопросъ о томъ, при соблюден 


$=® 
какихъ условЙ рядъ У с;. 10” сходится. Изъ равенства: 
#=0 
с, Е 10 — 6, — бт. С: о рый, 


Ее 
слфдуетъ, что 


- [с < а, 10.7, 6,85, 1", 
нь 

Но такъ какъ 7„_1 и 7, =6,—1, и кромЪ того 
аи, би, би1,... бо, 6, =9, то имфетъ мфсто неравенство: 


бо -|с,| < 9-10. (5—1) -9. < [во | Не Е [| › Не, 6-1 
о. рр е ВЕ 
Полагая для сокращен!я 


116, —2 


9 
р. = 4 И т. 


получимъ: 
[< АВ. {|+ [|+ [6 [+ --- +1, 4. — @® 
При и =1 ии = 2 посл$днее неравенство даетъ: 


| |< Ч+В. |, 
|3 | < А-В. || ЕВ.|<|<(А+В.|6 |). а+В). 


‚ 
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Предполагая, что неравенство 


|с:| < (А+В.|с |). ЯВ)", до Краб пы 7 


мл. 7 - 2 у 
__ справедливо при #=3, 4, 


`” изъ неравенства (8), что и 
[с-ы| < (А+В. |6 |). 1+ В). 


Отсюда съ помощью полной математической индукщи мы 


... 5 ($ =), мы получимъ, исходя 


_ заключаемъ, что: 
|| < (А+В. ||). (1+ В)". 


Поэтому рядъ 
О | С; | . 10” 
мы | 


сходится, если сходится рядъ. 


А+ В < ны 
НА. 1+ В). 10" —*. ‚© 
= Г В > 22 


Но рядъ (9) а если ——— т. 1. Посльднее же. и. Вы- 


РЕ ЕЕ ль 
Я — 


`полняется, если 6% ме Итакъ, рядъ х с;. 10” сходится, если 
$=0 


>, 


---  Прибавимъ къ объимъ частямъ равенства (6): число 4, равное: 
—К—п—1 —А—п—2 —А—п—3 . 
Д= а ‚ 107 + а - 107 + а, 4. 10? о 


а съ правой стороны этого равенства прибавимъ и вычтемъ число е, 


равное . 


С. > (6, . с, 6, . бе ва + : 6+1) : то + 
т (6, : Е 6, у Са г 6,2 . сь) . ЕЕ я 


Тогда мы получимъ: 


- а=ф. ><. ТО" я, - 10а же. (10) 
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——щ—ы=—ы— ©® 


Если при вычислеви частнаго мы желаемъ ограничиться вы- 


численемъ чиселъ Су, С1, Со, С3,... Си, то число и. 107 "4-е 
т. остаткомъ. Если __ 


ео ее козе чм \ 
$? 
у в её | к ен и <. 10”", —. 


то очевидно;”что ^ 


= & - --—% => 
п АЕ мыл АС =“ `` 


$=п 


> с; 10"—*= О (а, Ь), ат, . 107" 1—е=РЮ, (а, 6). 


3=0 


Такимъ образомъ, мы имфемъ критерй, при помощи кото- 


раго можно судить, правильны ли результаты нашихъ вычислений 
или НЪТЪ. 


_ Раздфлимъ, напримЪръ, 32784 на 1001829. 


5 0326298953 41| 14 |101 


32784 | 1001829 
— 327258 535 
27 
0 (1 
97 Таблица поправокъ: и 
— 20 7 ув гих 
_ 0 |° 324] 62718] 63| 18| 45| —72|—45 —2745 
и | 2116 414 4 10—16] —10 6 10 
— 70 0] 75616] 40]—64 —40! —24| 40 
54 02 5—8—5—3 5 
Ре |9 ор о о 
28 | 
- - и- 17 
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80 
— 29 №) 
51 , 
— 50 Вычислен!е остатка: 
10 :0 
— 89 (\) 4 14 (Х) 
р —79 940 
Ре + 101 (Х) 
10 3410 
— 53 (7 + 11 0) 
— 43 34210 
+ 50 + "О 
70 342270 А=г 
О. — 45 (ХШ) о 
— 29 342255. К=2 
+ 30 и =2г. 
Ре _ и - р =: >С. 
+ 41 (УШ) и - 
5 о = = 12 
— 50 
10 
Такъ какъ 327258535 = 327241475 ир=5, (=7, аи=8, 
то изслфдуемое частное должно быть 5 — 7— 8 = — 10-го порядка и, 
сл$довательно, равно числу 0,0327241475; изслфдумый остатокъ 
равенъ 0,0000342225. Въ виду того, что 0,0000342225 >0 и 
< 1001829. 10—19, наше вычислене правильно. 
При вычисленйи остатка надо, конечно, пользоваться формулой: 
и. 107" --Ч—е= 
т ПО [ада 10 ада 1 а 10 ..] — 
К, ев, -е вы во)-10° + 
(НВС, ада бо 10° --...]. (11) 


Отсюда видно, что для вычисленя послфдняго остатка сносятъ къ 
остатку у, оставшяся цифры дфлимаго и изъ полученнаго числа 
вычитаютъ число е, коэффищшенты котораго образуются по тому же 
правилу, что и поправки. 
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$ 9. Усовершенствовае метода Фурье. 


Пусть 7; есть исправленное частичное дфлимое порядка &{, т. е. 
а енннья р неичеиний 
пусть 


г. =и,. 10а, — (бе, +5, с, .-+ ... + 2... - С). 


Какъ мы видфли, эта величина можеть быть положительной, отри- 
цательной или нулемъ. 

Если 7, 7, 7... 7, Е Та, #,', 7, -- 5, Ия 
суть числа положительныя, то коэффищшенты с, Си, 6%,..., Св МОЖ- 
но опредфлить такъ, чтобы они были не отрицательными 
цифрами. 

Дъйствительно, 0 = с, =9. Далфе, 7’ = ху. 10 На, —6,-6- 
Отсюда: /,’= Ро. 10-- а,, но такъ какъ а, = 9, а 7. = %— 1, то 


7 = (и —1)-10- 9, или 7’=10. 6—1. 


Изъ этого видно, что 


Итакъ, пока исправленныя дфлимыя сутъ числа положительныя, 
дфлешемъ ихъ на 6, опредфляются не отрицательныя цифры: 


оби обла 


Остается еще показать, каковы будутъ въ этомъ случа кри- 
тер!и правильности вычисленй. 

Въ $ 8 уже указанъ былъ общ премъ, заключающйся въ 
изслфдован!и числа 7». 102" + —е. 

Покажемъ, какъ, не опредфляя этого числа, можно иногда про- 
вфрить правильность вычисленйй. 

Теорема А. Если каждое изъ чиселъ #%, И, 7», 7, ...) 7 
не меньше нуля и не больше 6, —1, и если 7, 7,', Из", ...-, Иня 
суть положительныя числа, въ виду Чего Сь, Су, со, Су, .-., бп 
суть не отрицательныя числа, то число 


с: 10" = О (а, 5), 


:=0 


коль скоро г, = с, с. +... + с, или 7 ос +... 
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—п 
Доказательство. Обозначимъ число 0 ее 
102" 


буквой („. Тогда мы получимъ послфдовательно: 


И Е Е ы = 


102" 102—*——* — 
=7, 1-е Нан, 10-1 ад: 10-2 а.,. 10-3... 
* { (с, . о сии: Ь.-. СО В) 
+ (сб сии 65-Е Но бы») 106 
а О а (1) 
=7, 10а, — (с, бе, а. 6 в. би) + 
ана: 1061 — (С.В с, а. 6+ --- + 6%: Вы). 10 
ана: 10-2 — (с... НН. бэ) 10" 
Но такъ какъ „= 7.10 -Ра, — (Вс, В, с, бы: 6%), 


то, подставляя въ формулу (1) вмЪсто первой строчки число я. 
получимъ: 


С,= т, Нада. 10-1 — (6-6, 6+. р). 10-1 
и и ии 3). 10-2 (2) 


Изъ формулы (2) получаемъ: 


С, < На, 10а. 10— Нац. 1ю--о.., 


а такъ какъ @.,, @,}з, аа, ... = 9, то 
10—1 
сб <", +5 а). 
ИЛИ 
| (< и +1. (3) 
Съ другой стороны, С, = 7, -10 — а ибо 40. 


Отсюда слфдуетъ, что 


Си> т. 10—9. (соо +. с») — 1%. т. Вс») — 
— то (@-а- с) - -. 
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Си > (7-е —-.- — би) + 10. (4) 
Далфе, изъ формулы (2) сл$дуетъ: 
С. = и, — се. +-. + 6-6». 10-1 
—: СН, 1-4 6% - быв) - 10-2 
в о р о О 5 о 5 
и с И и (5) 


Теперь представимъ себЪф, что вмфсто числа с„ въ нашихъ 
вычисленяхъ берется число с„-+1; обозначимъ то число, въ кото- 
рое обратится С„ посл этой замфны, черезъ С’,„. Найдемъ соот- 
ношеше между этими числами: 


_ 7+ 107 "4-е 


10 


С, 


а такъ какъ [см. (10) въ $ 8] 


= 1 


у, - 102" 44 фе=а- 6. 


т— 
с;-10, 
1 =9 
то 
=о 
а—6 с, 10” ' 
ты: 1-0 
п _ 102 *—"- 
и, слЪдовательно, 
а-п 
а — ь- > С, 107" + го" 
з’ 1=0 
С, = т ИИ 


=б,—6.10” "НН С, — 6.101. (6) 


Нетрудно показать, что С’< 0. Дфиствительно, („< 7,- 1, 
[см. (3)], а такъ какъ и, = 10.” -+ 9, то 


С, < 10.7 + 9-1, или С,<10.(7, И. 


29 


ДалЪе, 
С, < 10.(7. 1—6), 


ибо 0.101 >> $,. Такимъ образомъ, С’ 0, ибо г, = 4% — 1. 
Если, слфдовательно, (х„ > 0, то У, с; - 10”-?' есть искомое: 
$=0 
частное (22 — и)-го порядка отъ дфленя а на 6. ДЪйствительно, 
если („>0, то 7-10? а -4—е>>0. Съ другой стороны, такъ 
какъС„<0, то изъ (6) формулы слфдуетъ, что С— В .10”—"Р- "+0 


и стало быть 7„. 10?" 1 4—е<3ь.10”-". Такимъ образомъ. 
(см. стр. 23) У сз. 10”"-* = От (а, 5). Но, какъ видно изъ фор- 


:=0 
мулъ (4) и (5), С, > 0 тогда, какъ 


= +... + ии Изо е +. +. 


Если, такимъ образомъ, цифры съ, С,, с.,..., Си ВЪФрны, 
то для испытаня цифры с„ опредфляемъ 7х„ и 7’„; если по крайней: 
мЪрЪ одно изъ этихъ чиселъ, не меньше суммы су Ро. с... си, 
то цифра с„ вЪрна. | 


Теорема В. Если их 0, то 


=” 


2 с;- 10” "> О„_„(а, 6}; 


:=9 


если, кромЪ того, 5 = вс, +... с», то 
- = 
т—{ т-_п 
‚с; 10 ——10  =0О, „(а 0). 
#=0 
Доказательство. Если 7,< 0, то, какъ видно изъ формулы 


(3), число С„< 0, а слфдовательно, и #„. 107 а. +а—е<0; 
поэтому 


= 


с.-10"*> О’, (а, 6). 


т - я 
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Если буквой (’ мы обозначимъ то значеше, которое образуется 
изъ С„ замфной с„ на с, — 1, то будемъ имфть ср. (6): 


б"=С, {6.10 *М. 
Отсюда слфдуетъ, что 


С" > 10. (7 ф-би-фа рф —---с,)) 
ИЛИ 
Си, +10. -пш-в 6 -- С, 
ибо 6.10" *> в. 
Такимъ образомъ, если 0, = сос, + с. |... + с», то С/> 0. 


Но такъ какъ („< 0, то 


+=п 
т— т—п 
О _„ (а, 6) = > й 10” — 10”^”. 
:=0 
Если, стало быть, цифры съ, с1, 6.,..., С»-—1 ВЪрны и, кромЪ того, 


< 0, а >в -+.. с», то цифра с» не вЪфрна, а соот- 
вфтствующая цифра частнаго равна с„— 1. 

Очевидно, что если цифры съ, С,, с.,..., Си-—1 ВЪрны и пред- 
ставился разсматриваемый случай, то с„ > 0. Если бы цифра с» была 
нулемъ, то имф$ло бы мЪ$сто равенство 


1=п—1 ЕП 
с, 10” = с,- 10”. 
1=0 =0 
Но такъ какъ С„_1 —0 (ибо цифры с1, со,... Си—1 вфрны), то и чи- 


сло С„, равное въ данномъ случаф числу С„_1, было бы тоже = 0, 
но, какъ мы видфли, С, 0, а потому с„>0ис„—1=0. 


Теорема С. Если и, = 0, но каждое изъ чиселъ я, и 7, 
меньше, чфмъ числа сос с... с, то 
=п 
т— т-п я 
с,- 10 -- 10 >0„_„(а, ); 


=0 


31 


если, кром$ того, д = с, с, | .. с», то 


О„_„(а, 6) = либо > с,. 10"`*— 10”—", либо > с, 10"—". 
:=0 $=0 


Доказательство. Въ этомъ случаЪ (+„ - 0, но, такъ какъ мы 
установили при доказательствЪ теоремы А, что С,’ < 0, то 
-я 
; | т т—п, 
О, (а, Ь) = С, . 10 -- 10 ) 
:=0 
если же 6, > со с, + с. ... + с,, то („> 0 и, слфдовательно, 
1=п :=пв 
т— т— т—п 
О„_„(а, 6) = либо >. с; 10””`, либо > с;: 10" -- 1077”. 
1=0 3=0 
РаздЪлимъ а, на (%. Въ частномъ мы получимъ положитель- 
ную цифру с% и въ остаткф неотрицательное число 7, меньшее, 


чфмъ бо. Опред$лимъ 7’. При этомъ могутъ представиться слфду- 


юще случаи: 
(По, 


(1) х< Со. 
Въ случаф (Г) соблюдены условя теоремы А, и поэтому 
цифра с, вЪрна. 


Случай (П) можно разбить на два: 


(П:) 7’ < 0, 
(15) и’ = 0. 


Такъ какъ назначенный дЪлитель бу всегда можно выбрать 
такъ, чтобы имфло мЪсто соотношене в, = су, то въ случа (П.) 
соблюдены условя теоремы В и поэтому первая искомая цифра 
частнаго будетъ с, —1. 


Въ случаЪ (П.) соблюдены условя теоремы С. Для рЪшеня 
вопроса о томъ, вЪ$рна ли цифра су или н$тъ, можно поступить 
сл6дующимъ образомъ. Опредфлимъ вторую цифру с.. Если при 
этомъ представится случай 4, то вЪрны об цифры су и с... Если 
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представится случай ВБ, то двЪз первыхъ цифры частнаго будутъ 
соотвфтственно равны цифрамъ с, и с, —1. Если опять представится 
случай Си при этомъ с, > 0, то испытуемая цифра с, вЪрна. ДЪИ- 
ствительно, въ этомъ случаф искомое частное (2% — 1)-го порядка 
равно одному изъ чиселъ: 


со 10” -- с, .107- и су.10”"- (с, — 1).10%-1; 


‚Слфдовательно, частное 7-го порядка равно числу со. 10», и по- 
этому цифра с, вЪрна. 


Если же, сколько бы мы ни продолжали вычисленй, мы бу- 
демъ получать для цифръ частнаго одно и то же значене — нуль 
т. е. если с, = с. = =с:='' = 0, то искомое частное (полное) 
равно числу с,.10„. ДЪйствительно, въ этомъ случаЪ 


= 
с.- 10"? = со. 10", 


ео 
и поэтому (по формулЪ 7 $ 8) 
[7 — Ь. (со. 10”). 


Разсмотримъ примфръ вычисленя, въ которомъ примфняются 
предшествующИя разсужденйя. 


Раздфлимъ 2002219 на 100111. Пусть %= 100; тогда мы 
будемъ имЪть: 


2002219 | 100111 
200 р) 

02 
-.29 


У———_ 


Такъ какъ 7’=0, 7у’и 7 меньше су, мы имфемъ случай С. 
Продолжая вычисленя дальше, находимъ: с = 0, и, =0, т,’ = 0. 
Далфе имфемъ: с, = 0, и, = 0, и,’ = —1. Сл$довательно, мы им$- 
емъ случай ВБ, и, такъ какъ бд, >2 {+ 0-0, то искомое частное 
равно не 200, а 199. Поэтому с, =1, с, = 9, с, = 9. Начинаемъ 
вычисленя сначала: 


|: 


=—ыы 
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2002219 | 100111 


00. 19999,99 
1002 


— 141) 
1001 
— 900 
1012 
— 10 (1) 
1002 
— 900 
1021 
— 19 (1) 
1029 
— 27 (У) 
1002 
— 900 
1020 
— 27 (\) 


——_—_ 


993 ит. д. 


Если < о-+с+с,+... + с», а остальныя условя тео- 
ремы В или С’ выполнены, то случаи эти требуютъ особыхъ 
изыскан!й, производить которыя мы не будемъ. Для изслфдован!я 
этого положення можно измфнить назначенный д$литель, присо- 
единяя къ нему цифры 6,, 6. и т. д. до тьхъ поръ, пока новый 
назначенный дфлитель не будетъ вполнф удовлетворять условямъ 
теоремь В или С. 


$ 10. Первая подстановка. 


Неудобства обыкновеннаго према дфленя, происходящИя всл$д- 
стйе необходимости производить испытанйя, и сложность самаго 
ДЪйствя, въ составъ котораго входять вычитане и умножене, за- 
ставили нЪкоторыхъ математиковъ изыскать способы, позволяюще 


избЪжать дфленя, замфнивъ его болфе простыми операшями. 
3 
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Коши (Сацсву) 16) пользуется слБдующимъ пр!емомъ. Пусть, 
напримфръ, требуется обратить дробь 1/, въ десятичную дробь. 
Опредфляя двЪ начальныя цифры обыкновеннымъ способомъ, имЪемъ: 


1 


= = 0,14 + о 


тб. 


Умножая обЪ части этого равенства на 2 и на 4, получимъ: 


о 
7 = 0,28 + 05; 5 =0,56 + = 0,57 + 70. 
СлЪдовательно, 
-] 1 
= = 0,1428 + об = 0,142857 + оббо =0,142857142857.. 


Затьмъ Фонтесъ (Еоп{$)17) пытается построитъ алгориемъ, 
состояцИй изъ прямыхъ операшй — сложеня и умноженя, который 
могъ бы замфнить обыкновенное д$лен!е. Его методъ непосредственно 
вытекаетъ изъ основныхъ положен теор!и чиселъ. 


Напомнимъ читателю, что въ теор!и чиселъ два цфлыхъ числа 
аи 6 называются сравнимыми или конгруэнтными по модулю с, 
если разность между ними есть число кратное цфлаго числа с. Эту 
мысль обыкновенно записываютъ такъ: 


а==6 (то4 с). (1) 


Соотношене (1) называется сравнен!емъ. 

Сравнимыя по какому-нибудь модулю числа называются вы- 
четами по этому модулю. Такъ, 17 ==3 (то4 7); дЬйствительно, 
17 —3 кратно 7. 


Перечислимъ основныя свойства сравненй, выводъ которыхъ 
вытекаетъ изъ опредфлен!я сравнения. 


Два числа, сравнимыя съ третьимъ по одному и тому же 
модулю, сравнимы между собой по тому же модулю: 


если а==ф (то4 с) и 4==6 (точ с), то а==а4 (точ (с). 


Напримфръ: 19 =— 1 (1045), 4== — 1 (109 5); слЪдова- 
тельно, 19 =4 (то4 5); дЪйствительно, 19 — 4 кратно числа 5. 
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Можно складывать или вычитать почленно сравнен]я 
по одному и тому же модулю: 
\ 


если а==0 (то с), и а’==6’ (то4 с), то а - а’==6 - 6’ (точ 6). 


Напримфръ: 19-4 = —1—1 (1045); дЪйствительно, 19--4— 
(—2) кратно 5. 
Объ части сравнен!я можно умножать на одно и то же 
цЪлое число: 
если а==ф (то4 с) и тж число цфлое, то а- т=ф. т (то4 с). 


ОбЪ части сравнен!я можно возвышать въ одну и ту же 
цфлую степень: 
если а==ф (то4 с), то а” ==6” (то с). 
Эти основныя свойства сравненй можно обобщить. 


Если въ полиномЪ 


1@®) = а" а На, м... а 


коэффищенты а, а, а.,..., а», суть числа цфлыя, а показатель 
и — число натуральное и, если, кромЪ того, а==6 (то4 с), то 


Д(а) ==) (6) (точ с). 


Пользуясь этими положенями, мы можемъ показать, какъ, не 
производя дЪленя, можно найти остатокъ отъ дфленя одного числа 
на другое. Пусть, напримфръ, требуется опредЗлить остатокъ отъ 
дфленя числа 5289 на 7. ЗамЪчаемъ, прежде всего, что 10 ==3 
(то 7). Съ другой стороны, 


5289 =5.10-+-2.10-8.10-- 9. 
Поэтому 
5289 =0.33 | 2.32-- 8.3 -{ 9 (то 7). 


ДалЪе послфдовательно находимъ такимъ же способомъ, что 
5289 == 186 == 39 == 18 == 11 ==4 (104 7). 


Итакъ, наименьший цфлый остатокъ отъ дфленя 9289 на 7 равенъ 4. 
ИзслЪдуемъ и изложимъ полнфе пр!емъ, которымъ мы пользо- 
вались въ данномъ прим$рЪ. 
Зы 
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Предварительно напомнимъ еще читателю, что, если а есть число 
простое относительно ф и символъ ф(б) обозначаетъ число чиселъ, 
не превосходящихь $ и простыхъ относительно 6, то, въ силу 
теоремы Эйлера, имфетъ мЪсто сравнене: 


а? =1 (тоа 6). (2) 


Если 6ф есть число простое, то ф(б) =6 —1. Въ этомъ случаЪ 
мы получаемъ теорему Фермата, по которой 


а’ =1 (той 6). (3) 
НапримЪръ: 


36 =1 (тоа 7), 21=1 (то 13) ит. д. 


Теперь мы можемъ показать, какъ, пользуясь теор!ей сравне- 
нй, можно рЪшить задачу опредфлен!я остатка отъ дфленя числа а 
на число 6. Докажемъ предварительно слфдующее предложене: 

Если натуральное число 6б не равно единицЪ какого- 
нибудь разряда, то всегда можно указать такое цфлое 
число А, чтобы вычетъ числа 10* по модулю 6 былъ 
меньше 10^. 

Доказательство. Если 6 есть число простое относительно 10, 
то изъ теоремы Эйлера слфдуетъ: 


10? = 1 (то4 6). 


Если ф не есть число простое относительно 10, то оно им$- 
етъ видъ р =@а.7'. 53; при этомъ либо 4 есть число простое от- 
носительно 10 и большее единицы, либо 4=1‚, и тогда х-+$ (ибо 
въ противномъ случаЪ число В было бы равно единиц какого- 
нибудь разряда). 

Въ первомъ случаъ имфетъ мЪфсто соотношен!е: 


107“) =1 (тоа 4). 
Отсюда, умножая обЪ части сравнен!я и модуль на 2”. 5$, получимъ: 
107“). 2”. 5* =”. 5* (то4 6). 
Если Г›> $, то умножая обЪ части сравнен!я на 5’-*, найдемъ: 


107)” = 10” (под 6). 
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Если же $ > у, то аналогичнымъ путемъ получимъ: 
107) +* = 10° (мод 6). 
Если, наконецъ, $ =рт, то 
10?” = 10° (тоа 6). 
Во. второмъ случаЪ, если а =1, то В = ".5*, и мы имЪемъ: 
107 =0 (то 6), если и >> $, 
10° =0 (то. 6), если $ > х. 


Такимъ образомъ, если 6 = 23, то 102? =1 (тоа 23). Если 
р =46, то 1033 =10 (тод 46). Если $ =80, то 104 ==0 (тод 80). 
Пусть натуральное число а будетъ разбито на ж группъ, по Ё 
цифръ въ каждой, начиная отъ`правой руки къ лЪвой, т. е. пусть 


а= А, 4,10% А, . (10%) Ау. (10%) --- + Ат. (10%)”. (4) 
Пусть имфеть мфсто сравнеше 
10% ==с (тоа 6) (5) 
при чемъ мы допустимъ что |с < 10%. 


Запишемъ равенство (4) въ видЪ: 
а= 4 - 10*. [44,4 . (10°) + А, . @0^)*-...- А. @0*)"-1. (6) 
Въ силу сравненя (5) находимъ: 


а= А, + с-[4, + А,. (109 +... + Ан. (10%)"-1 (тоа 5). (7) 


х 
Обозначимъ правую часть этого сравненя символомъ |. [а 


Такимъ образомъ, мы имЪфемъ: 


-| и [2 (то 6). (8) 


| 
Чтобы вычислить | Е надо разбить число а на грани по 2 
| [ 


цифръ въ каждой, считая отъ правой руки къ лфвой; число, соста- 
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вленное изъ всфхъ граней безъ первой, умножить на с и произве- 
дене прибавить къ „4. Очевидно, что, въ силу условя |с, < 10*, 


Ф 


ы 
СИМВОЛЪ ь а<а. 


2 
Вычислимъ, напримЪфръ, символъ ы 23856: 


(238) 56 
476 


532. 


Такимъ образомъ мы имфемъ: 


23856 =532 (тоа 98), ибо 10*=2 (под 98). 


10" 
Если | й [2 содержитъ не менфе, чёмь В--1 цифръ, то 


К 
можно вычислить такимъ же способомъ вычетъ числа | | КО- 
2 


Е 
торый мы будемъ обозначать символомъ | р [4 Въ данномъ при- 


мЪрЪъ: 


10° |? 10° 
С ово = [10° ]зва = + 


Если с есть число положительное, то 


10* 10* ]? 10* ]3 10° }* 
(М С С [М 
Процессъ вычислен!я этихъ вычетовъ конеченъ. Онъ заканчи- 


8 


К 
вается тогда, когда получается число | содержащее не 
С 


больше № цифръ. 


Формула (7) устанавливаеть первую подстановку теор!и 
дфлен1я. Пользуясь этой подстановкой, можно иногда значительно 
упростить вычислен!е остатка отъ дфленя числа а на число 6, при 
чемъ, въ случаф положительнаго с, мы пользуемся только пря- 
мымъ счетомъ. 
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Пусть, напримфръ, требуется опредфлить остатокъ отъ д$лен!я 
числа 7023456 на 7. Такъ какъ 102==2 (то@ 7), то примЪняемъ 


ы 
подстановку о |: 
10° 
1) я 7023456 = 56+ 2.70234 = 140524, 


2 2 о 
] 1 
2) р 7023456 = | - 140524 = 24 42.1405 = 2834, 


213 2 
3) й 7023456 = ь 2834 = 34 + 2.28 = 90. 


Итакъ, 7023456 == 90 (тоа 7). 


Эти вычисленя удобно расположить такъ: 


(70234) 56 
1404 68 
(1405) 24 
28 10 
(28) 34 

56 

90. 


Если с = 1, то вычисленя приводятся къ простому сложен ю. 
Такъ, замфчая, что 108 ==1 (по4 37), мы получимъ при вычислении 
вычета числа 825349 по модулю 37: 


(825) 349 


825 
(1) 174 
1 


175. 


Первую подстановку можно производить въ иной формф. 


Если 


а=.4-.,.10*-+ 4, .(10*)?--... + Ат. (10*)”, 10*==с (тоа 6), 
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то мы, очевидно, имфемъ: 
а== 4 + А, -с + 4-5? + Му. 8+... + Чт.с” (тоа 6). (9) 
° Вычислене правой части сравненя (9) удобнфе всего произ- 
водить такъ: умножить группу „.4м на с и результатъь сложить 


съ группой „м; полученную сумму .4..с- А» умножить 
на си кь произведеню прибавить группу Чт 2 ит. д. 


$ 11. ДБленше Фонтеса. 


Такъ какъ въ вопросахъ теор!и дЪлимости главная задача 
заключается въ опредфлен!и вычета числа а по модулю 6, вычисле- 
не же частнаго оставляется на второмъ планф, то и основатели 
теор!и чисель Лагранжъ, Лежандръ, Эйлеръ, Гауссъ и Чебы- 
шевъ главное вниман!е ` обратили на методы рфшеня сравненй, 
оставивъ безъ разсмотрфн!я процессъ вычислен!я частнаго и пользу- 
ясь для этой цфли обыкновеннымъ методомъ. 

Между тфмъ та же самая подстановка, о которой шла рЪ$чь 
въ предыдущемъ параграфЪ, можеть намъ сослужить службу для 
опредфлен!я частнаго а:6. 

Впервые Ж. Фонтесъ 17) обратилъ вниман!е на это обстоя- 
тельство. 

Методъ Ж. Фонтеса получается непосредственно изъ обще- 
извфстнаго према дЪленя алгебраическаго многочлена {(х) на 
двучленъ х — с. 


Если 
Л (х) = Чт: м - Ат. мб Атм... А, х- 4, 
то 
(Ат + Чт): м" 
- (Ат - Арье - Ат) м8 + 
+ (Аж. А. Аша-с-+ Аш). ”"— + .. 
..- 4 (Ан с"... 4 А: 4+ А). 29+ 
++ (А... +, .-с+ А). х-=+ 

-- (Ат с” Ал” - те + 45: с): + и. 


4] 


Полагая въ этой формулЪ 


1 (<) =а-4, х = 10%, 10% —с=:-4, 
находимъ: 


а 


= Ат - (10^)”"—1 -- (Ат.с Е Ат—1). (10*)”"—2 
+ (Ане - Ане + Чт-) . (10*)" 8 + а (1) 


Здфсь, конечно, 
а.а = Ам. (10*)" - Ани. (10%)”"-Г |... + 4,10 + 4.. 


Такъ какъ коэффищенты частнаго вычисляются по этому ме- 
тоду такъ же, какъ и коэффищенты вычетовъ въ первой подстановкЪ, 
т. е. при помощи прямыхъь операщй, если с есть число положи- 
тельное, то дфлеше Фонтеса есть алгориемъ, состоящй изъ пря- 
мыхъ операщшй. 

Такимъ образомъ, чтобы раздфлить по методу Фонтеса чис- 
ло а на число 6, надо предварительно опредфлить такя числа 
№, ди с, которыя были бы связаны соотношенемъ 10% —с=ф. 4. 
Затъмъ число а умножаемъ на 4 и произведене а.4 разбиваемъ 
на грани, начиная отъ правой руки къ лфвой, по № цифръ въ 
каждой грани. Затфмъ частное вычисляется по формулЪ (1). 


Отсюда видно, что методъ Фонтеса не можетъ цфликомъ 
замЪнить обыкновенное дфлеше, а лишь преобразовываетъ его бо- 
лъе или менфе плодотворно въ н$которыхъ частныхъ случаяхъ. 
Обще недостатки этого метода заключаются въ сложности предва- 
рительнаго опредфленя подходящихъь чиселъь с, д и №. Для этой 
цфли вообще приходится пользоваться теорйей двучленныхъ срав- 
ненй. КромЪ того, этотъ способъ еще неудобенъ и потому, что 
при вычислени а:6 надо производить сложене, начиная съ выс- 
шихъ разрядовъ. Но въ частныхъ случаяхъ вычисленя значительно 
облегчаются. 

Такъ, прежде всего отмЪтимъ удобства пользован!я этимъ спо- 
собомъ при дБлени на числа вида 10” — 1. 


Въ этомъ случаф В = и, с=1ид=1. 
РаздЪлимъ, напримфръ, 50213856 на 99. Такъ какъ въ этомъ 
случаЪ 6 = 99 = 102 —1, то =2, с=1 а={1 ит=3. 
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Поэтому коэффищенты частнаго опредфляются простымъ сло- 
жен!емъ: 


50213856 


9 = 50. (103) + (50 21). (10°)! + (50 + 21 + 38) + 


`` -+ (50 + 21 38 + 56). (10°): - .... 
Вычисленя всего удобнфе расположить такъ: 


Табл. 9. 


50 


у 


21—71] 
38—109 


56 —=> 165 


165 
507210,6666... 


Раздфлимъ число 82352 на 37. Такъ какъ 108 — 1 = 57.37, 
то В =3, с=1, 4=727. Поэтому мы умножаемъ 82352 на 27; полу- 
чаемъ число 2223504. Въ этомъ случа .4, = 504, .4, = 223, 4, =2. 


2 
223 225 
504 729 
729 
2 255, (799). 


Если разность между числомъ р и единицей ближайшаго боль- 
шаго разряда есть число однозначное, т. е. если 10"> В > 101 и 
10" — 6 = 4, при чемъ 4 число однозначное, то можно поло- 
жить в =и, с=ЯЧиа=1. 

Такъ, если р = 97, то 100 — 97 = 3, слфдовательно, ВР =2, 
с=3, а=1. 
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Поэтому дфлене числа 238501 на 97 можно выполнить такъ: 
238501 


от =23. (10°) (23.3+85)-(23 . 3*-+-85.3--01). (10°)-1-..- 
23 
23.3485... . 154 
154.3+01..... 463 
463.3. ....... 1389 
1389.3. .(....... 4167 
2458,7 .... 


Описанный премъ дфлен!я на числа вида 10” — 1] можно прило- 
жить къ умноженю пер!одическихъ дробей на цфлыя числа. 

Пусть, напримЪфръ, требуется умножить пер!одическую дробь 
0, (1, > /з...Л) на цфлое число 6. Мы получимъ: 


1/7 2/3 х 1/23 -*. ‚)-6 
А СЯ Г СЫ 


Такимъ образомъ, для опредфленНя искомаго произведен!я 
достаточно умножить перодъ множимаго }, |» |3... к на би про- 
изведене раздфлить на 10* — |. 


Умножимъ, напримЪръ, 0,(21) на 8235 
1) 21.8235 = 172935 


2) 17 
29 46 
35 81 
81 
17 46, (81) 


Такимъ образомъ, 8235 Х 0. (21) = 1746, (81). 


$ 12. Пооизводяще множители. 


Разсмотримъ сравнен!е 
4.10% =1 (то4 6). (1) 


Если 6 есть число, простое относительно 10, то сравнеше (1) 
или, что то же самое, неопред$ленное уравнен!е 


4. 10%—6.у=1 
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имфеть для 4 цфлыя рфшеня при любомъ значени показателя А. 
Разсматривая два наименьшя по абсолютной величин, одно поло- 
’жительное и другое отрицательное значеня 4, какъ функщи пере- 
‘мфнныхъ фи р, мы будемъ называть ихъ производящими множи- 
телями №-го порядка числа 6. 


1 
Положивъ А = 1, получимъ, & = о . Число 6 можеть 


оканчиваться цифрами 1, 3, 7, 9; слБдовательно, наименьшия. значе- 
ня перем$ннаго. у суть: 9, 3, 7, 1. Отсюда слФдуетъ, что поло- 
жительные производяшйе множители перваго порядка можно вы- 
числять въ умЪ, для чего число 6 надо умножить на одно изъ 
чиселъ 9, 3, 7, 1, соотвфтственно тому, которой изъ цифръ 1, 3, 7, 9 
оканчивается оно; затфмъ надо къ произведен!ю прибавить 1 и 
сумму раздфлить на 10. 


Такимъ образомъ, положительный производяцИЙ множитель 1-го 


. 1-1 
порядка числа 19 есть 2, ибо 4 = р. = 2; положительный произ- 
в | 47.7—1 
водяш множитель 1-го порядка числа 47 есть 33, ибо 4 Е 0 — 


330 
О | 
Н$которыя свойства производящихъ множителей намъ впосл$д- 

стви понадобятся; поэтому мы обнаружимъ ихъ сейчасъ. 


= 33. 


Пусть 
1 — 


У-О(АЛЛ. -ЛаЛ 6 


Отсюда слфдуетъ, что 


1 аз -- ЛА 
И (= О _ 8) 


Такимъ образомъ, 


(2 -- Лк: ВТ = 10%. (4) 


Отсчитывая съ конца перода группу въ $ цифръ: 


р Дь-аа —” ака Ль а ЛВ 


мы изъ равенства (4) получимъ: 


ЛЬ от. 10° ака Ла Льа Лк" В и 1=10*. (5) 
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Если 5 =, то да. Ло 1 к ОН 1 длится 

на 10. Число 
аа те ‚2 Дьа ЛЬ | 1 
10" 

есть положительный производянИй множитель порядка $ числа 0. 
ДЪйствительно, это число, будучи подставлено на м$сто неизвЪстнаго 
х въ сравнене х.10°=1 (то4 6), обращаетъ его въ тождествен- 
ное сравнен!е. | 


ое Льа ОТ 
10° 


Ь. 


КромЪ того, число 


ДЪйствительно, 


ЛеочаЛьае ** в: РИ (101.61. 
10° = 10° 
но 
(0-6, в 


10° т" 10° 


< Б, ибо > 1. 


Итакъ, производяц!й множитель 5-го порядка числа б най- 
| 1 
денъ, если извфстны послфдня $ цифръ перюда дроби та Если 


положительный производяш множитель порядка 5 обозначить 
символомъ (,, то мы будемъ, слфдовательно, имфть формулу: 


в ее коза ав 8-1 | 


(р . (6) 
10 
Въ частномъ случаЪф, если $ = 1, имЪемъ: 
6-1 , 
СИ —_ 


1 
Въ вилу того, что число цифръ пер!ода дроби у можетъ быть 


разсматриваемо, какъ число перемфнное, принимающее значеня 
ху, 2и, Зи, 4и, ... иг, ГДЪ г есть число цифръ наименьшаго 


| | ` 
перода дроби —-› то всегда можно указать такое число А, чтобы $. 


|, 


не превосходило этого числа Ё; поэтому формулу (6), можно при- 
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мфнять для вычисленя производящихъ множителей числа 6, имЪю- 
щихъ любой порядокъ. 

Прилагаемъ таблицу положительныхъ производящихъ множи- 
телей 1-го и 2 го порядка для чиселъ, не превосходящихъ 77. 


Табл. 10. 


311 1]| 41| 37| 16 
715] 41| 43| 131 40 
9111 11| 47| 33| 8 
11 | 10| 11 49| 5| 55 
131 4| 3| 51| 46 | 955 
17 | 12| 8| 53 | 16 44 
191 21| 41| 57| 40| 4 
о | 19| 4|5| 6| 36 
2317 31| 61| 55 36 
27 | 19| 10| 63 | 19 46 
22 3 91| 67| 47| 65 
31 | 28! 9 | 69 7 | 49 
33 | 10| 1171 | 64 | 49 
37| 96 10| 73| 22| 46 
39| 41 16| 77 | 54 67 


Отрицательный производяцИй множитель $-го порядка равенъ 
числу — (6 — 4а.). ДЪйствительно, это число, будучи подставлено на 
мфсто х въ сравнене х.10*’==1 (тоа р), обращаетъ его въ тожде- 
ственное сравнене и, кромЪ того, абсолютная величина этого числа 
меньше б. Такимъ образомъ, отрицательный производящйй множи- 
тель 1-го порядка числа 29 равенъ — (29 — 3) = — 26; отрицательный 
производяций множитель 2-го порядка числа 43 равенъ — 3 ит. д. 
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$ 13. Вторая подстановка. 
Пусть 
а = А, А, . 10-4, . (10*)*-+- А, . (10%)... + Ат (10*)”. (1) 


Пусть 4 будеть производящимъ множителемъ 2-го порядка 
числа 6, т. е. пусть имфетъ мфсто сравненше 


4.10*=1 (то4 6). | (2) 

Умноживъ обф части равенства (1) на 4, получимъ: 
а.а= 4. а-+.4,.4.10*-+ А,.4.10*.10%*- 4..4.10*. (10%)... 
-.. + т. 4. 10*. (10*)”-1. (3). 


Замфняя здЪсь произведене 4. 10* его вычетомъ по модулю 6, 
мы получаемъ сравнене: 


а. = А, 4+ А, + 4,-10*+ 4,- (109+ А+. (109+ -.. 
.. + Аи. (10*)"-1 (тод 6). (4) 


Обозначивъь правую часть сравненя (4) буквой а’; мы 
приведемъ его къ виду: 


а:а=а’ (то4 65). (5) 
Но такъ какъ 
А+ А, .10*-- Аь. (10%) Ау. (10%)... Ат. (10-1 = —_ 
то, 
= 4..4 9. (6) 
а-—-л 


Если 4. (1 — 4) + (а— 4.) — те “0, то а> а’. Этому 


условю можно придать другой видъ. 


А именно: 
4. (1—4). 10+ (10^— 1) ‹а — 4.) > 0, (7) 
4.10.9 — 1) 
Е. (8) 
Ао: (10*.4— 1). 


и — (2) 


_48 = 


м 


ПослЪднее неравенство выполняется, если 
а>10*.а4—1, | (10) 


такъ какъ наибольшее значене коэффищента „4, есть 10* — 1. 


Такъ какъ д есть число натуральное, то условю (10) можно 
придать слёдуюшую форму: 


а= 10*. 4. | (11) 


Такимъ образомъ, если а > 10*.4, то а'<а. 


Если а’ 10%. 4, то мы примфняемъ къ числу ‘а’ ту же под- 
становку и получаемъ число а”. Этотъ процессъ можно продолжать 
до ТЬхъ поръ, пока не получимъ числа а, удовлетворяющаго 
неравенству а®РО >> а), послф этого процессъ второй подстановки 
надо считать законченнымъ. | к | 

Число а) удовлетворяетъ условю а==а. 4 (то 6). 

При этомъ надо замфтить, что услове (11) есть достаточное 
услов! того, чтобы а’ было меньше а, но не необходимое, въ 
чемъ мы убфдимся далфе изъ примЪровъ. 


Формула (4) устанавливаеть вторую подстановку теор!и 


дфлен!я. Эту подстановку мы обозначимъ сниволоь | 4, ‚ Число а’ 
10 


® 
о 


мы 


мы обозначимъ символомъ ш а, число а"— сниволомь | Е. а ит. д. 
| 1 


Совёршимъ, для примфра, подстановку ы въ числЪ 200789. 


` 


1) | ы 200789 = 20078 + 72 = 20150, 


8 |" 8 
2) Ю 200789 = | 20150 = 2015, 
3) . або. . а 

10 | 10 =. 
4) . а - 241 = 32 

10 | 10 о 


г 49° 


5) Хотя 32 < 80, мы все же примфняемъ подстановку, далфе: 


8Р 8 
2. ы 200789 = | 2 19. 


Такъ кь | | 19 = 73, то мы считаемъ подстановку за- 
конченной. 


Въ виду того, что 8.10==1 (то4 79), то 
200789 . 8$ == 19 (тоа 79). 


При совершен второй подстановки удобнфе располагать вы- 
числения такъ: | 


20078 (9) 
72 
2015 (0) 
40 


Умножаемъ первую грань справа на @& и полученное произве- 
ден!е прибавляемъ къ числу, составленному изъ остальныхъ граней. 
Сь полученнымъ числомъ поступаемъ точно такъ же. 


Вторую подстановку можно было бы также выразить въ формЪ, 
аналогичной второй форм$ первой подстановки. 


Тогда мы получили бы формулу: 


4" А." Ал." 4 А-а" НА, -4-- А. (тоа 6). (12) 


т—1 


Но практически эта формула менфе пригодна для опредфлен!я 
вычетовъ чисель а.” по модулю 6, чфмъ формула (4). Вычи- 
слить правую часть сравненя (12) можно такимъ способомъ: умно- 
жить „4 на 4 и къ полученному произведеню прибавить число „4, . 

4 


Затфмъ можно полученную сумму .4.&- 1, умножить на 4 и къ 
произведенню прибавить „1. и т. д. 

Вторая подстановка обратна первой какъ въ отношени по- 
рядка вычисленй, такъ и въ отношени факторовъ 

ДЪйствительно, число с, удовлетворяющее сравненю: 


10* ==с (то 65), 
взаимно обратно по модулю ф числу 4, удовлетворяющему сравненю: 


4.10% =1 (то4 6), 
ибо 
4.с=1 (то4 6). 


$ 14. Признаки дфлимости. 


Необходимое и достаточное услове, при которомъ произ- 
вольное натуральное число а дфлится на натуральное число ф, на- 
зывается признакомъ дфлимости на число 6. Предыдущя разсужден!я 
даютъ возможность установить два общихъ признака дЪлимости. 


1. Если 
10° =с (тоа 6) 


10* | 
и | [а дфлится на 60, то и а дЪлится на 6; обратно, 
если 4 длится на фи 
10* = с (тоа 6), 
10% 
то р а длится на 6. 


Это предложен е вытекаетъ изъ формулы (8) $ 10. 


П. Если 
Ч. 10 =1 (то 6) 


и | длится на р, то и а дЪлится на 6; обратно 
если а дЪлится на фи 
4. 10° =1 (тод 62), 


а 
то | [а дЪфлится на 0. 
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Это предложене будетъ вытекать изъ формулы (5) $5 13, если 
принять во внимане, что 4 есть число, простое относительно 6. 


Съ точки зрфнНя теор чисель эти предложеня являются 
простыми сл5дств®ями основныхъ свойствъ сравненй, и разсмотрфн!е 
частныхъ случаевъ не представляеть особеннаго интереса. Другое 
дфло, если разсматривать вопросъ съ точки зрфнйя элементарной 
ариеметики. Тогда формулировка частныхъ случаевь имфетъ н$ко- 
торое значене, такъ какъ, съ одной стороны, доказательства общихъ 
положен весьма мало доступны начинающимъ, а съ другой сто- 
роны — простые и удобные признаки лЪлимости практически” по- 
лезны при различныхъ ариеметическихъ операщяхъ 13). 


1. Признаки дЪлимости на числа вида 10” — 1. 
Такъ какъ 
10" =1 (то4 10” — 1), 
п 
то соотвфтствующая данному случаю подстановка есть | р | 


Такимъ образомъ, число 8235631 не дЪфлится на 99, ибо: 


(82356) 31 
82356 


—_ 


(823) 87 


УдобнЪе воспользоваться второй формой первой подстановки, | 
которая даетъ: 
8235631 =8 + 23 + 56 + 31 =118 == 19 (тод 99). 
Число 93456 дфлится на 99, ибо: 
93456 =9 -- 34 + 56 =99 (точ4 99). 


Изъ этого признака дфлимости вытекаетъ общеизвфстный при- 
знакъ дфлимости на 9. Этотъ же признакъ дфлимости приложимъ 
къ числамъ, являющимся дЪфлителями чиселъ вида 10*— 1, напри- 
мЪръ, къ числамъ: 


11, 27, 37, 101, 111 ит. д. 
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Къ числу 11 приложимъ признакъ дфлимости на 99, къ числу 
37 — признакъ дфлимости на 999, ибо 37.27 = 999. 


Такъ, число 96903074 дфлится на 37, ибо 

96903074 =96 + 903 + 74 =1073—=1 + 73=74 ==0 (од 37). 
2. Признаки дфлимости на числа вида 10” + 1. 
СоотвЪтствующая подстановка будеть| 19|. 


Такимъ образомъ, число 4895630127 не длится на 1001, ибо, 


разбивая его на трехзначныя группы и примфняя вторую форму 
первой подстановки, получимъ: 


4895630127 = (127 + 895) — (630 + 4) =388 (тоа 1001). 


Такимъ же образомъ можно получить признаки дфлимости на 
числа, являющ!яся дфлителями чиселъ вида 10” + 1. 


°3. Признакъ дфлимости на 7. 


Въ этомъ случа можно пользоваться тремя подстановками: 


10° 10° 10° 
—1Р 12] ]|-5 
Первой подстановкой можно пользоваться лишь для чиселъ; 
имф5ющихъ болЪе трехъ цифръ. 


Число 1387617 дфлится на 7, ибо 
1387617 = (617 - 1) — 387 = 231 =0 (точ 7). 
Примфняя вторую подстановку, получаемъ: 


(13876) 17 


Е, 
4. Признакъ дЪлимости на 13. 


Можно примфнить подстановки: 


|| | Ь м 


Такъ, 4719078 длится на 13, ибо, примфняя первую подста- 
новку во второй форм$, получаемъ: 


4719078 =719 — (78 + 4) = 637 =0 (то4 13). 


Примфняя вторую подстановку, имфемъ: 


47190 (78) 
234 
474 (24) 
72 
5 (46) 
138 


143 дфлится на 13. 


4 
ПримЪняя постановку 1 :] получимъ: 


471907 (8) 
32 
47193 (9). 
36 = 
4722 (9) 
36 
`475 (8) 


78 дЪълится на 13. 
5. Признакъ д$лимости на 17. 


10° 
НаиболЪе подходящая подстановка есть о 
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Такимъ образомъ, 13413 дфлится на 17, ибо 
(134) 13 
_. 268 
(2)55 
= 4 
91 дБлится на 17. 
6. Признакъ дфлимости на 19. 


Въ случаЪ многозначныхъ чиселъь можно пользоваться подста- 


10° 2 
НОВКОЙ з |: Также весьма удобна подстановка 10 | 
Число 103816 дфлится на 19, ибо 


10381 (6) 
12 
1039 (3) 
6 
104 (5) 


7. Признакъ дЪлимости на 23. 


2 |10* | 


Этихъ примфровъ будетъ достаточно, чтобы выяснить способы 
опредфленя признаковъ дфлимости, основанные на элементарныхъ 
положеняхъ теор чиселъ. 

Что касается приложенй, которыя можно ‚ савлать въ разсма- 
триваемыхъ нами вопросахъ изъ высшей теор!и чиселъ, напримЪръ, 
изъ теори квадратичныхъ вычетовъ и т. д., ТО мы здЪсь касаться 
этихъ вещей не будемъ. 


10° 
Можно воспользоваться подстановкой | ИЛИ 


$ 15. Безконечное дленше. 


Пусть 
И) = Чем Ам 1-м... +. х-+А.. 


_ озере подр ежисо2ьжишь ить идиот ирис, ис кеше _ ира кто 8 ча БЕжь пееииьыные сете Быь и чиыыь = = 
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Намъ извЪфстно, что 
(х) © ры - САт-е-+ 4): "+ 


х—е _ 


- А+ А -е-+ Ч) хм” + о 


Полагая въ этой формулЪ х = 10*, /(х) =а.4, е= ы ‚ ГДЪ 4 есть 


положительный производящй множитель А-го порядка числа 6, т. е. 


10". 4а—1=6. 4, получаемъ: 


Гао) _а:9.4 _а-а 
Г = = о 


6-9 р 
10^— — 
у а 


1 
=А„- 40%" 1 (4..7 Ан). 40%" + 


1 1 
+ И Яя 4... 05" ча 


Отсюда мы получаемъ формулу безконечнаго длен!я натуральныхъ 


чиселъ: ® 
== |2: ао + "+ |. (10%)"-2 + 
а] 4? а |. 
А» | Яны нь 2 ) 
+ [ее + нач... а) 
Положимъ для сокращен: 

А р А„_ А» А„_ И: 
-7“ =В,, и К. о т = В, ит. д. 


Тогда формула (1) получитъ видъ: 

а . р. ’\77—: 177 — 
ъ=6В„.(10")" 1+ В, _,.(10)”"—-В„_,-(10') ВБ, _3(10^) ты 
Коэффищенты Б„, Би-1, Вт_2, Вт, Вт.-а,..., удовле- 

творяютъ соотношен!ямъ: 


В А, 
т —_ а 
В» на Я. 
Вия "ии, 
‚ Ви -- Иа (3) 
т7т—2 Бы а _ : 
В +. 
_ ты т—7 . 
В,,= о" 


Если а-Е1, то формулу (2) можно преобразовать такъ, что- 
> д Ф 
бы получить разложене частнаго —,, имБющее цфлые коэффишенты. 


Для этой цфли напишемъ рядъ слфдующихъ равенствъ: 


% 


К, } 
Б, -> О, - СЕ : 
К ) 10* не Я а ". О, Ки 
РЕ =О, + = ь 
р | | (4) 
Ат - 10 ЕЕ Я аа к О 25 
О, „т, 


К„_;. 10% + хи ‚+ О К» _ РЕ 
О, + 
Здфсь О» есть цфлое частное, а А„ — наименыШЙ положи- 
тельный остатокъ, отъ дфленшя числа „Ам на 4; От-;-1 есть цфлое 
частное а А„_;_! — наименьшй положительный остатокъ отъ д$- 
леня суммы А„_;. 10% + 4,_,(-+ Ош-; на 4; такимъ образомъ 


числа Аи, Аи, Ат_2,..., Юп_у1 суть неотрицательныя числа, 
меньшя (. 


Умножимъ обЪ части перваго изъ равенствъ (4) на (10*)”- 1, 
второго — на (10^)”—2, третьяго -- на (10^)”-3 и т. д. Складывая 


почленно полученныя равенства и отбрасывая равные члены, по-_ 
лучаемъ: 


| А А 
В„-(10%)т—1-- Ее р (10*)”"-2 деетиы | (10^)"- —- ре 


+. 
ых + = . (10*)"-2—2-—(). (10*)"-1-- О _,- (10) "2 


К. 
О : (10*)"-з-. ... ЕО аа ) (10*)”"—/—2 + н-- | (10*)”-/-2 , (5) 


Разсмотримъ коэффищенты лБвой части этого равенства: 


и а 
А К» " 10* ыы В т 
О, ‚24, — т—2 “а _ г а НЕ т—1 Я? 
а — [1 
В К» К, у 10* Вы 
бт -2 = 3 т 4? _ —_ 1? 
Нетрудно обобщить эти формулы. Предположимъ, что 
О - > Е К К» : 10* ый 
а а 9. ЯР + и —_ оРНЕЕ 
Я е 10° ив Е К’, 6 
2“ Я ры ( ) 


Разсмотримъ коэффищентъ - Изъ формулъ 


О --9 Е А ти» 
Ч 
(4) слЪдуетъ, что 
КЮ у 10" = ис О 


А ВЕ. — те. 
а _1 - аи ИН т [1 Ч Е а 


—_—__ д И 
Пе 


а Ч 
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Подставляя въ числителя послфдней дроби значене коэффищента 


Ат ет Ом и изъ формулы (6), получаемъ: 


жа ‚Е р НЕ Е В» -- 6—1 К, 
р" ии 
К г 10^ А 1 т—н 10* Е и—1 
а? д" Е `. Е р —_ — 4 
К й | 10* Па А | 10^ т—и-—1 
Вила о еее аа НН р 


Если мы подставимъ найденныя выраженя коэффищентовъ въ 
лвую часть равенства (5), то посл сокращеня получимъ формулу: 


В, (10) Ви: (10^)”"—2-- В. _». (10^)”"—3-- р О : (10*)"-—7-2 ыы 
=О„: м в наныы + 


я. 1 - (10*)”"-7-®. (7) 


Ю 
+ АН (они Е . (10*)" 7—2 --.. = 


Разсмотримъ выражене 


; ^„ А а Е 
Са [+ ов р = 


Такъ какъ числа А», Юи-1,,.., Ют_;_1 суть неотрицательныя 


числа, меньшя 4, то 


К Ю„_ 1 А | 
АР ОЕ 7"! а < я+-у я ре . ЕЕ (8) 


0 = 


Полагая / = ©, мы находимъ: 


10^)®-7—2 К К > —1 
пр. ( ) | о? ны т +. Е = 0, (9) 


1=%® 
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такъ какъ пр. (10*)"-/-*=0, ап и А И ый =] < 
р — © РЕ тян 


1 1 а 
Поэтому изъ формулы (7) получимъ: 


+=0„.(10%) "1+ О _,.(10*)"—--О О ое (10) 


Изъ формулъ (4) и (10) видно, какъ примЪфняется безконеч- 
ное дБлен:е. 

Если а есть дфлимое, а 6 — дфлитель, то прежде всего опре- 
дЪляемъ числа К, Фи 4 такъ, чтобы они удовлетворяли соотно- 
шеню &. 10% —1=46.4. Затфмъ умножаемъ число а на 4 и по- 
лученное произведене «.4 разбиваемъ на грани по № цифръ въ 
каждой, начиная отъ правой руки. Такимъ образомъ получимъ 
грани: „4, -.4., .1,, 4.,..., Ат. Затфмъ дЬлимъ и на 4; 
получаемъ въ частномъ Ом и въ остаткф А„; О» будетъ коэффи- 
щентомъ при (10*)”-' въ разложени частнаго —. Къ остатку Ам 
сносимъ сл5дующую грань .4„_! числа @.4 и прибавляемъ къ суммЪ 
О»; полученное число дфлимъ на 4; получаемъ въ частномъ О„_, 
и въ остаткё Аи! ит. д. 19). | 


ПримЪръ 1. Раздфлимъ 1205308 на 57. 
Такъ какъ 4. 102 — 1 = 57.7, то въ данномъ случаф № = 2, 
д=7и = 4. | 
Умножая дЪфлимое 1205308 на 7, получаемъ число 8437156. 
Такимъ образомъ, 
А = 56, 4, =71, 4, = 43, 4 =8 ит = 3. 


Самое дфлен!е выполняется такъ: 


8'43' 756 | 4 
= '` 21145,75... 
45 
— 44 
182 
_ 180 
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Дфлимъ 8 на 4, получаемъ въ частномъ 2 и въ остаткЪ 0; къ 
нулю сносимъ слфдующую грань 43 и прибавляемъ найденный 
коэффишенть частнаго 2, получаемъ 45; дфлимъ 45 на 4, получа- 
емъ въ частномъ 11 и въ остатк 1; кь остатку сносимъ слБду- 
ющую грань 71 и прибавляемъ 11, получаемъ 171-11 = 182; 
дфлимъ 182 на 4 ит. д. 


ПримЪръ 2. Раздфлимъ 5231702 на 19. 
Такъь какъ 2.10 —1 = 19, то въ данномъ случаф = 1, 
а=1 а=2. 
5231702 12 
. ‘`275352,7... 
14 


Дфлимъ о на 2; получаемъ въ частномъ 2 и въ осгаткЪ 1 
<носимъ къ остатку вторую цифру дфлимаго 2 и прибавляемъ къ 
полученному числу 12 число 2 — первую цифру частнаго, получа- 
емъ 14; дЪлимъ 14 на 2 ит. д. 

Въ случаЪ, когда  =1, это дфлене дфлается весьма схо- 
жимъ съ обыкновеннымъ процессомъ, отличаясь отъ него тфмЪъ, что 
частичныя дфлимыя получаютъ приращеня въ видф соотв$тству- 
ющихъ коэффищентовъ частнаго. КромЪ того, частичныя частныя 
могутъ быть числами многозначными. 


ПримЪръ 3. Раздфлимъ 79835 на 19 (см. стр. 59). 


Когда дЪлимъ 22 на 2, то получаемъ въ частномъ 11; 1 пи- 
шемъ рядомъ съ первой цифрой частнаго 3, а 1 десятокъ подпи- 
‹ываемъ подъ этой цифрой 25). 
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79835 |2 


—6 | 3191,842105... 
20 11 
—22 4201842105... 
19 
— 18 
20 
— 22 
16 
— 16 


8... 


ПримЪръ 4. Раздфлимъ 6 на 49. 

Такъ какъ 5.10 — 1 = 49, то ё=1 9д=1 4 =5. 

Въ случаф однозначнаго 4 вычисленя можно расположить въ 
одну строчку, подписывая каждый разъ остатокъ подъ предыдущей 
цифрой частнаго. Такимъ образомъ, при дфленйи 6 на 49 вычисле- 
ня будутъ расположены такъ: 


12244897959183673469387 ... 
1122443424 4133123414332... 


ДФфлимъ 6 на 5, въ частномъ получаемъ | и въ остаткЪ 1; 
1 
этотъ результатъ записываемъ такъ:. Число 11| дфлимъ на 9, 


получаемъ въ частномъ 2 и въ остаткЪ 1. Частное 2 приписываемъ 
къ первой найденной цифрЪ частнаго, а остатокъ — къ первому 
остатку. ПослЪ второго дЪйстыя у насъ будетъ запись: 


Табл. 10. 
12 

гео 

11 


Число 12 дфлимъ на 5, въ частномъ получаемъ 2 и въ остат- 
к 2. ПослЪ третьяго дЪйстя будемъ имфть запись: 


Табл. 11. 


122 
ии 
112 
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Въ частномъ случаЪф, когда Р = 1, процессъ безконечнаго 
дъфленя можетъ быть усвоенъ даже дЪтьми. Поэтому премъ безко- 
нечнаго дфленя въ случаЪ д5лителей, оканчивающихся девятками: 
9, 19, 29, 39,..., 299, 399 и т. д., слЪдуетъ ввести въ школьное 
преподаване. 


Для дфлителей, оканчивающихся цифрами 1, Зи 7, облегче- 
ня, достигаемыя этимъ пр!емомъ, не столь значительны. Однако, 
отмфтимъ продуктивность пр!ема при дфлени на 7, 47, 597, 73. 


Если составное число разлагается на удобные для вычисленй 
дфлители, то лучше выполнять дфлен!е по частямъ. Такъ, при дф- 
лени на 361 удобнфе дважды совершить безконечное дъленше на 2, 
ибо 361 = 19.19, чфмъ пользоваться производящимъ множителемъ 
перваго порядка числа 361, который равенъ 325. 


$ 16. НЪкоторыя свойства производящихъ множителей. 


Итакъ, мы изучили н$сколько премовъ, при помощи кото- 
рыхъ можно иногда весьма плодотворно преобразовать процессъ 
дфленя. Является вопросъ, можно ли этотъ процессъ производить 
такъ, какъ производятъ прямой счетъ? Можно ли опредфлить част- 
ное двухъ натуральныхъ чиселъ, пользуясь лишь сложешемъ и умно- 
женемъ натуральныхъ чиселъ. | 


Формула (1) $ 11 даетъ намъ ршене перваго вопроса. ДФй- 
ствительно, если ф = 10" — 4, то 


2-4, 40 + (4-4 А, )- (10°) + 
ВЕ (А ` 4? Е а у а Я») | (10*")"—5 ее те 


Рядъ этотъ всегда сходится, если а и 6 суть натуральныя числа 
и 4< 10". ДЪйствительно, обозначимъ его коэффищенты буквами: 


аи а. 1, о. г ое. 


такъ что 
ик = Ч “ам Аб... + А, 4, 


при чемъ „ик =0, если р и. 
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Очевидно, что если Р = 7, ТО [ик =. ]м-к. Отсюда 
слЪдуетьъ, что 


у а ав (1 


р абнает = 105 


Известно, что рядъ положительныхъ членовъ 


ааа... Нац На... 


будетъ сходяш!йся, если, начиная съ н$Фкотораго м$ста, отно- 


Я 


шен!е 


дфлается и остается меньше 1. Въ разсматриваемомъ 
в --1 


случаъ 4 < 10"; слфдовательно, рядъ сходится. 

Но съ практической точки зря важно, какъ этотъ рядъ 
сходится. Его сходимость бываеть столь медленна, что фор- 
мула (1) $ 11 дБлается практически непригодной для вычисленя 
частнаго. 3971 
Предлагаемъ читателю для примфра опредфлить частное а 
пользуясь этой формулой и полагая 64 = 100 — 36. 

Ниже мы излагаемъ другое ршеше, основанное на свойствахъ 
производящихъ множителей натуральныхъ чиселъ. 

Но предварительно мы разсмотримъ н$которыя свойства пер!о- 
дическихъ дробей. Пусть 


д 
= йе бу» елвь а = СР Да Ло. ЛЬ (1) 


Всякое ращональное число можно представить въ видф пер!о- 
дической безконечной десятичной дроби — праворасположен- 
наго десятичнаго ряда. 

Этотъ рядъ содержитъ двф части: 


допер1одическую: е, се; ... еле, (2) 
пер!одическую: ДАЛ... ДК. (3) 


Если число цифръ наименьшаго пер!ода разсматриваемой пер1о- 
дической дроби есть у, то В можетъ принимать значений: х, 27, 
ЗУ, ..., тг. Перемфнному числу В всегда можно дать такое 
значенНе, чтобы было выполнено слфдующее услове: 


Л.Л... Л, = 66,63... 6. (4) 
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Пусть наименьшее значене числа №, удовлетворяющее этому 
условю, есть 4 и’ пусть 


оо реа Вова: (5) 


Чтобы эта разность содержала столько же цифръ, сколько и пе- 
родъ р /.[з.../а› Условимся дополнять ее слфва необходимымъ 
числомъ нулей. 

Образуемъ десятичный рядъ: 


АР @, (6) 


который будетъ представлять изъ себя лЛЪворасположенный деся- 
тичный рядъ. И хотя символъ этотъ въ такомъ видЪ не имфетъ 
характера величины, все же онъ, какъ мы увидимъ далЪфе, ока- 
жется намъ весьма полезнымъ. 

Образуемъ для примфра лфвый десятичный рядъ, соотвЪтству- 
ющ дроби 2, 53 (87). Въ этомъ случаЪ группа 4 44. ... а, 
равна числу 8787 — 253 = 8534, и, такимъ образомъ, мы получаемъ 


СсиМволЪ: 
... 87878789534. 


Зд$сь мы не будемъ детально изучать свойства этихъ сим- 
воловъ, такъ какъ ихъ теоря связана съ теорей ращшональныхъ 


а 
чиселъ 21). Замфтимъ только, что, зная частное —-, всегда можно 


б 


опредфлить соотвфтствующЙ ему лвый рядъ. Обратно, если из- 


| а 
вфстенъ лфвый рядъ, соотвЪфтствуюцИЙ частному —› то можно найти 


| 


а 
. Прежде всего 


|, 
опредЪляемъ величины и наименьшаго пер!ода даннаго ряда. Потомъ 
отдфляемъ справа группу изъ В цифръ 4! 4, 4... ах такъ, чтобы 
оставшаяся часть ряда была чисто пер1одической. При этомъ Ё 
должно быть кратно х. Пусть наименьшее значене А, удовлетворя- 
ющее этимъ условямъ есть 4. Далфе вычитайемъ опредфляемъ 
доперодическую группу ее е;...6» 1е› и, наконецъ, устанавли- 
ваемъ положене запятой въ ряду | | 


неа ие ори 


а 
которое опредфляется числомъ цифръ числа Е[$). 


праворасположенное десятичное разложене дроби 
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| 2 
НапримЪфръ, зная, что дроби >” соотвЪфтствуетъ л5вый рядъ 


. 1428957142857142840, 


мы заключаемъ, что перодъ дроби есть 142857, а допер!одическая 


группа есть 142857 —142840 =17. Такъ какъ число Е |120 имЪетъ 


двф цифры, то 
120 
= 17, (142857). 


Теперь можно обратиться къ разсмотрфн!ю нфкоторыхъ свойствъ 
производящихъ множителей. 
Изъ $ 12 намъ уже извфстно, что 


Ле. ща Льва "ка иж 


4, = | 
10 


ЗдЪсь ф есть натуральное число, простое относительно 10, а 


1 
Диана Дао... Д-1/к есть послёдня 5 цифръ перюда дроби т 


Разсмотримъ дробь —. 


Ч, _ 6. (аа Льда) о | о к УД Вы 1 


6 10°.р 10° 10.6 
_ ны. о ЛЬ Л з гы качы о Ань ь вк. „Ла 
10’ 10°. (10* — 1) 


Да» 


ана У "аа аа ЛЕА ни 


“10°. (10° — 1) 


нее 5 Лк ка Ла (7) 
— о и 


Такимъ образомъ, 
а, 
в —- 0, ти г. ела 7 а вый (8) 


Изъ формулы (8) слфдуетъ, что перюдъ дроби - составленъ изъ 
5 
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| ] | 
пер!ода дроби такъ, что группа $ послфднихь цифръ пер!ода 
а, 
дроби -- образуетъ группу $ начальныхъ цифръ пер!ода дроби т, 
, | 1 
а группа ' — $ начальныхъ цифръ перюода дроби ет образуетъ 


| 4: 
группу  — $ конечныхъ цифръ перюда дроби —. 


| 
Въ частномъ случаЪ, полагая $ = 1, получимъ формулу: 
Ч 
т Е 0, (ДД .® т (9) 
| 4, 
изъ которой видно, что пер1одъ дроби -› представляетъ изъ себя 
1 
круговую перестановку цифръ перода дроби —. 


|, 
Изъ формулъ (8) и (9) слБдуютъь формулы: 


а = Даа а ЛЛЬ Л 0) 
О ыы (1) 


Формула (10) а - изъ формулы (8), если число 6 зам$- 


—1 
нить равнымъ ему числомъ Р.А = — - Это же замфчане относится 
1/3. р: 


къ выводу формулы (11) изъ формулы (9). 
Предположимъ, что намъ извЪстна группа 


Дева Да-а .. „ Д1 


а также извЪфстно число 4,. Формулу (10) напишемъ въ слфдую- 
щемъ видЪ: 


а, (11 2 мы Е а: «р ыеЛЕ) == 


=/ ны. х—5--2 =. Е На 1/2 „Л ОЕ, &—23-2 ...Л ва а "(10 


Отсюда видно, что группа {2:41 ж—езе ... Два Дьвф1 /в—з ПРред- 
ставляетъ изъ себя группу $ послЪднихъ цифръ произведеня 4 на 
группу ал №-э2.../к-1/. ДЪйствительно, изъ правой части 
равенства (10’) видно, что $ послфднихъ цифръ произведеня 


-..> ш 


о мтыширь зичь пении Та ЭДЬ ВИ += 


и. 
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4, (р Го в ь) образуютъ группу Деэ Дк—2542 а „иво ДЕ в—1 Ав. 
Съ другой стороны, %.( р №... №) = 4. (Др. Лк). 108 
4. (ка Де... /к1/®). (Стало быть, послЬдня 5 цифръ раз- 
сматриваемаго произведеня составляютъ группу, тожественную съ 
послфдними $ цифрами произведен 4. (в Дерьа ..- ДК). 
Такимъ образомъ, если извфстны число 4, и группа 
Де Дкз-а .. „ ДЕа 
то можно простымъ умноженемъ опредфлить остальныя цифры 


1 
перода дроби р ДЪйствительно, опредфливъ группу 


Девы Дева ... Да-а Дьз—1 Де 


мы аналогичнымъ же образомъ опредфлимъ группу 
Дк- 381 И х— 38-2... 1—2 8-—1 кв ИТ. Д. 


Однако, раньше чфмъ численными примфрами иллюстрировать 

1 
значен!е формулъ (10) и (11) для вычисленя пер!одовъ дробей вида, 
мы установимъ правила нфкотораго новаго алгориема, который мы 
позволимъ себЪ назвать алгориемомъ безконечнаго умножен1я. 


$ 17. Алгориемъ безконечнаго умноженя. 


Даны два натуральныхъ числа а и 6; разобьемъ ихъ на группы 
по 5 цифръ въ каждой, начиная справа налЪво. Пусть 


а = во. (10°). а, (10°) 1-х, . (10°... 8, 0), а) 
в =в. (10%) а. (10°) + в, - (10° +... На: (10°) Не. (2) 


Составимъ рядъ слЪдующихъ функшй: 


Р,= Е [5 | Е (р, 8—1) | 6. | 10°, . 
В. = Р»+ [ее .а + ве, а + 2,3) -е : (10%, 


(3) 


Р.=Р, Не цао НА, —ца)- в: 90"). 


5* 
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Здесь 
й, есть группа $ послфднихъ цифръ числа Р;, 
й. есть вторая справа группа $ цифръ числа Р,, 
ф. есгь третья справа группа $ цифръ числа Р., ит. д. 


Отсюда видно, что функщи Р,, Р,, Р,,..., Р.., Р, можно 
вычислить постепенно одну за другой. 

Если мы будемъ считать, что числа я; ие; для отрицатель- 
ныхъ индексовъ равны нулю, то, очевидно, процессъ вычисленЯя 
разсматриваемыхъь функШй можно будетъ продолжить до безконеч- 
ности. ПослЪдовательными подстановками нетрудно убЪдиться, что 
если < 1, то функшю Р; можно выразить въ зависимости оть 
функщи Р» сл5дующимъ образомъ, 

Р‚=Р;,-+ А. (10*)*-- В. (10-Е С. (10%... +2. (10%), (4) 
гд$ коеффищенты „4, В, С, ... Г. суть неотрицательныя цфлыя числа. 

При {= со, функщшя Р; обращается въ лЛЪворасположенный 
десятичный рядъ, въ которомъ мы можемъ опред$лить произволь- 
ное число начальныхъ цифръ, если дадимъ числу © желаемое зна- 
чен!е. 

Составимъ функщю Р,. 10% + а. Изъ предыдущаго ясно, что 
при { = о эта функшя обращается въ лЪфворасположенный деся- 
тичный рядъ, который мы назовемъ безконечнымъ произведе- 
нНемъ 5-го порядка числа а на число 6 и обозначимъ сим- 
вОлОМЪ 


К, (а. 6). 


Описанный алгориемъ мы назовемъ алгориемомъ безконеч- 
наго умножен1я. 
Вычислимъ, напримфръ, А. (1235, 243). Такъ какъ 
1235 = 12. (10?) + 35, 
243 = 2.(10?) + 43, 
то 2% = 12, х, = 35, и =2, в, = 43. Далфе, [=4 = 1. 
Р, = 35.43 = 1505 и, такимъ образомъ, Й, = 05 = 5. 
Р. = 1505 + [35.2 (5 - 12).43]. 10? = 1505 -- 80100 = 81605; 
и о. 
Р; = 81605 + [35.04 (5+4 12).2+ (16-40). 43] . 104 = 7301605; 
Лз = 30 ит. д. 
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Такимъ образомъ, 
К» (1235, 243) =... 30161735. 


Вычислен!я можно расположить такъ: 


Табл. 15. 
2 43 
00 00 12 35 
Е + ра 


30 16 05 
30 16 17 35 


Въ первой (верхней) строчк$ таблицы 15 помфщается множитель 
243, во второй строчкф —множимое 1235, а внизу —безконечное 
произведен{е. Умножая 43 на 35, получаемъ Р, = 1505; 05 подпи- 
сываемъ подъ второй гранью множимаго. Затфмъ умножаемъ 43 
на (12-- 05), а 2 на 35; получаемъ сотни функши Р.; прибавляя 
къ нимъ 15 сотенъ числа Р., получаемъ 801 - 15, всего 816 со- 
тенъ числа Р,; число А, = 16 подписываемъ подъ третьей гранью 
множимаго 00 и для вычисленя функши Р. производимъ умножения: 
43. (00 + 16), 2. (12 —-05) и 35.00 и т. д. Прибавляя къ лЪвому 
ряду... 30160500 число 1235, получаемъ безконечное произве- 
денНе... 30161735. 


Такимъ образомъ, процессъ этотъ можно выполнять на по- 
добе методическаго умножен!я, при чемь группы множи- 
маго, начиная со второй, получаютъ поправки: Д,, Й., ЙД.,... 
ит. д. 


Еще боле дЪфлается схожимъ съ методическимъ умножешемъ 
безконечное умножен!е перваго порядка. 


Вычислимъ А, (8725, 326). ЗдЪсь 


а=8.103 + 7.1034+2.10-5; 
р=3.10°4+ 2.1046; 


5=1, 20=8, ©: =7, ©. =2, ©:=5; &и=3, 6 =2, е, =6; #=3, 4=2. 
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Вычисленя можно расположить такъ: 


Табл. 16. 

3206 
00008725 
УЕ++++ 
1085350 
108622205 


Въ первомъ дЪйстыи мы умножаемъ 6 на 5; получаемъ 30; 
О пишемъ подъ второй цифрой множимаго, а 3 замфчаемъ. Во вто- 
ромъ дфйствыи мы умножаемъ 6 на 2 и 2 на 9; складывая получен- 
ныя произведеня, получаемъ 22; прибавляя къ 22 замфченное 3, по- 
лучаемъ 25; 5 пишемъ подъ третьей цифрой множимаго, а 2 зам$- 
чаемъ. Въ третьемъ дфйстви мы умножаемъ 6 на 7 5, 2 на 2, 
3 на 5; складывая полученныя произведен!я, получаемъ 91; при- 
бавляя къ 91 замфченное 2, получаемъ 93; 3 пишемъ подъ четвер- 
той цифрой множимаго, а 9 замЪчаемъ и т. д. 

Изъ опредфленя функшй Р,, Р,, Р.,..., видно, что алго- 
риемъ безконечнаго умножен!я не обладаетъ перемЪстительнымъ 
свойствомт, такъ, что ряды К’, (а, 6) и К, (6, а) различны. 


Такъ, | 
К\ (8725,326) = ... 108622725, 


но 
К, (326, 8725) = ... 5068896. 


Въ случа однозначнаго множителя вычисленя значительно 
упрощаются. 


Вычислимъ, напримфръ, А’ (823412,2). 


Табл. 17. 


67 83 91 95 97 98 58 1212 
01 01 01 01 01 01 82 34 


Первую справа группу множимаго 12 пишемъ надъ второй 
группой множимаго 34. Умножаемъ первую группу на множителя 2, 
который записанъ справа отъ вертикальной лини (табл. 17). Къ про- 
изведеню 24 прибавляемь стоящее внизу число 34; получаемъ 
число 58, которое записываемъ слфва отъ группы 12. Умножаемъ 58 
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на 2 и къ произведеню прибавляемь стоящее внизу число 82. 
Получаемъ 198; число 98 записываемъ слЪва отъ группы 98, а 1 пи- 
шемъ внизу и т. д. | 


К. (823412,2) = ... 6783919597985812. 
ДЪйствительно, 
Р. =12.2 = 24, а Р,.100 +{ а = 2400 - 823412 = 825812; 
Р.=24-+2. (34-24). 100 =11624, а Р,.100-а=1985812 ит. д. 


Полезно также записать послфднее вычислене по схемЪ таблицы 16; 
тогда схема таблицы 17 сдфлается еще болфе ясной. 


Вычислимъ такимъ же способомъ А\ (7324, 3). 


Табл. 18. 
275862066 44 | 3 
2121 22732 
11 
Такимъ образомъ, 
К, (7324,3) =... 27586206644. 


Въ случаЪ однозначнаго множимаго цифры безконечнаго про- 
изведеня можно записывать рядомъ со множимымъ. 


Вычислимъ, напримфръ, А. (7, 823). 


Табл. 19. 


8 
6 


09 ® -— 
ээ-=ь 


7 
3 
ДЪйстве выполняемъ такъ: 7 умножаемъ на 3; получаемъ 21; 


1 пишемъ рядомъ съ 7, а 2 записываемъ сверху; умножаемъ 7 на 2 
и 1 на 3; получаемъ 14+ 3-+2=19 ит. д. | 


К, (1, 823) =... 6917. 


Правильность према можно провфрить, расположивъ вычислен!я по 
схемЪ таблицы 16. 
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$ 18. Обращене дробей вида ы въ десятичныя. 


Воспользуемся предыдущими разсужденями для ршеня задачи 
: 1 
обращеня дроби 5 въ десятичную дробь; при этомъ мы будемъ 


полагать, что ф есть число, простое относительно 10. 
Докажемъ слфдующую теорему: 


Если р = 0, (1, №3 -.- 1 /), то льворасположенный 


рядъ, соотвЪтствующай дроби есть 


1 
Ь’ . 
Кз (к-за Да-а .. ‚ка ка ДК 4). 
Доказательство. Пусть 
4, = в (10*)7 + и (10°) +... + в. (10°) +6. = (1) 


Обозначимъ для сокращеня число /, №№... /к—2 1 бУк- 
вой 4 и разобьемъ его на группы по $ цифръ, начиная отъ пра- 
вой руки. Такимъ образомъ мы получимъ: 


А =а- а, . (10%) { а.. (105)? + ... - а, (10°). (2) 
ЗдЪсь 
40 = фа Льва + Льда ЛьАЙ 
Я и р, ие 
А Ч (3) 


а; А 2 Е | 


Въ формулахъ (2) и (3) число Ё можетъ принимать любое 

изъ значенй у, 27, Зи, 4хит. д., гдЪ г есть число цифръ наи- 
1 

меньшаго пер!ода дроби и Символъ и при Р=а4 мы будемъ 


считать равнымъ нулю. Изъ формулы (10’) $ 16-го мы знаемъ, что 


4. Ч = Пава : Ль- вЫ : (4) 
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Отсюда слфдуетъ: 


4-6, + [а -е а, 6] . 10 [4..6 Рае +а,- с] . (10*)2 +... 
& + [аъ- ед: (10) = 
=а, а, - (10°) а, (10*)* +... + а, (10°) + а, . (10°). — (5) 
Вычислимъ теперь А; (4—5 Дэ... Ик Дл, (4) = А» (ав ..). 
Такъ какъ въ данномъ случаЪ множимое а, есть число 5-значное, 


ТО 2 = а, а “= &.=2.=... = 0. Такимъ образомъ, при вы- 
числени функшй Р,, Р., Р.... мы получимъ слфдующй равенства: 


Р, =а,.е,, 
Р,=Р,- [@,-е_.- 1,6]. 10", 
Р.=рР,- [а.. -е, +, `е,_ ‚НЛ,. ме (6) 


Р, =Р. А, .е, ВИ та п му Е .с]- (10*) Ш. 


Эти формулы легко преобразовать послфдовательной подстановкой 

въ слБдующЯ: 

Р.=а,.е, 

Р=а-е + а, -е,_, +, -е (1: 10*, 

Р.=а%-е ее 1-Е, ее 10* м ее а, С и. (10°), г (7) 


Р,= ба а еду 


“По опредфленю, Й, есть первая справа группа изъ $ цифръ числа РР, 
равнаго а, .е. Изъ формулы (5) слЪдуетъ, что Л, = а,. Такимъ 
образомъ, Р, = а . в + [4% : 64-1 + а, - в] : 10*. Изъ этого, согласно 
формулЪ (5), мы заключаемъ что Д, = а.. Разсуждая такимь обра- 
зомъ, мы устанавливаемъ, что й, = аз, А. =а.,..., И, =а.. 


Полагая г > 4 -+), мы получимъ изъ соотношенй (5) и (7) 
формулу: 


Р.=а-аь .(10*) + аз. (10°)... а, (10° а. (10°). (8) 
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Отсюда вытекаетъ соотношене: 
Р.- 10: + в = А + а. (10). (9) 


При А = ©, также / = <, ибо у--1 есть число $-значныхъ 
группъ числа „4; поэтому и 7 = <. Такимъ образомъ, лФвая часть 
равенства (9) обратится въ А, (а, 4.), Но такъ какъ 


А-а: (105) 7+1 = Е а а Еда #9: Дав 


то при 2 = оо правая часть равенства (9) обращается въ безко- 


| 1 
нечный лфворасположенный рядъ, соотвЪтствующ!йй дроби —- : Тео- 


[, 


рема доказана. 


Полагая 5 = 1, получимъ слБдующЙ частный случай: 


ЛЪворасположенный рядъ, соотвЪтствующий дроби 5 ‚ есть 
6+1) 
К |. и). Отсюда слфдуетъ, что дроби вида >, ГДЪ 


$ есть число, простое относительно 10, можно обращать въ 
десятичныя, пользуясь исключительно прямыми операц]- 
ями — сложен1емъ и умножен!емъ. 


Дфйствительно, мы можемъ опредфлить перодъ дроби СЪ 


1 

| 

конца, примфняя алгориемъ безконечнаго умноженя и вычисляя 
ДВ! 

К К’ “в | При этомъ /, — послфдняя цифра пер!ода 


1 
дроби = равна одной изъ цифръ 1, 3, 7, 9, смотря по тому, 


оканчивается ли 6б соотвфтственно одной изъ цифръ 9, 3, 7, 1. 


До -1 
Опредфливъ }, находимъ 4, по формулЪ О = При 


этомъ мы совершаемъ единственную обратную операщю, произ- 
водя дфлеше на 10, т. е. зачеркивая послфднй нуль числа /,. 0-1. 


1 
Обратимъ, напримЪръ, число 19 8Ъ десятичную дробь. Въ 


этомъ случаЪ 6 = 19, д =1, а, = т —29. 


5. 


11. 
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Число А’ (1, 2) можно вычислить по схемф таблицы 18: 


. 052631578947368421 |2 
ПТ ИЕ 


1 


т = 0, (052631578947368421). 


Вычисливъ 5 начальныхъ цифръ ряда А’ (1,, 4,) можно перейти 
къ вычисленю по группамъ, опредфляя число А’, (@%, 4.). 


$ 19. О природ дБленЯя. 


Итакъ, проблема дЪлен!я рфшена. 
а 
Если 6 есть число, взаимно простое относительно 10, то частное ух 


опредфляется при помощи прямого счета такъ: 


1 +4 
1) Дробь — обращается по методу безконечнаго умноженйя 


|, 


въ десятичную: 0,( №} ... /,). 

2) Перодическая дробь 0, (№... /,) умножается на чис- 
ло а по методу, данному нами въ конц 8 11. 

Раздфлимъ, напримЪфръ, число 2302 на 13. 


1) Такъ какъ 2 = 13, то }, =З, а 4, =4. Вычисляемъ А, (3, 4) 
по схемЪ таблицы 18. | 


. 2307692 3 |4 
1 323 1 


Такимъ образомъ, м = 0,(076923). 


2) 76923 3) 177076746: 999999 = 177,(076923) 
х 9302 та 
177076746 076746 — 076923 


177,(076923) 


Однако, этимъ вопросъ еще не исчерпывается. Алгориемъ без- 
конечнаго дфлен!я можно примфнить непосредственно къ вычислен!ю 
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а 
лЪворасположеннаго ряда, соотвЪтствующаго дроби -р’ если 6 есть 


число простое относительно 10. 

Теорема. Если 6ф есть число, простое относительно 10, 
1 
р О, (Д, 3 ... №) и ао = Да ЛЬ ... ии Л» ТО ЛЪвораспо- 


а 
ложенный рядъ, соотвЪтствующий дроби-, , есть А, (@.а, 4.), 
4 


ГД п 
10. 


Доказательство. Пусть 
№ № м =а фа, : 10 -+ а, . (10°) +... + а, : (10%). 
Мы знаемъ изъ предыдущаго, что 
4, . [а а, - 10% + а, - (10°) +... ау: (10) = 
= а, + а, - (10*) + а . (10°)... Вау. (10°)7-1 + аъ. (10%). 
Умноживъ обЪ части послфдняго равенства на а и положивъ 
а. [а, а» . (10) а: - (10) -- ... + ау. (10) 71+ а, . (10*)7] = 
= Со с, : (10*) с» . (10*)- ... + с» : (10%), 
мы получимъ. 
а, . {а а [Ес - (10°) с, - (10) -.- с». (10°)#] . 10} = 
= со си + (10°) - с». (10*)° | ----Н вр. (10°) На ‚а. 4. (10°). (1) 
Вычислимъ теперь А, (а. ао, 4.). Пусть 
а. а, = т. т, . (10%) #2. (10%)... + ть. (10%), 
Ч; = 64 + вари: (10*)  е-». (10°)° + 6: (10°) 
Очевидно, что Р; = т,. в. 


Пусть $ будетъь нЪкоторое натуральное число. Давая перем$н- 
ному № соотвЪтствующее значене, можно получить такое значене 
для 7, чтобы выполнялось неравенство 7 >12. Такимъ образомъ, со 
есть послфдняя $-значная группа произведеня 4,. а. а, какъ это 
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сл5дуетъ изъ формулы (1). Съ другой стороны та же группа 


является послфдней $-значной группой произведеня 27, . во. Такимъ 
образомъ, р, = с,. Отсюда слфдуетъ, что 


Р. 


т, ва + [т; в + (т - со) - 64] - 10° 
= тв [т - в + т,-1:6] 10-4 -в. 10 


Отсюда видно, что Й. равно второй $-значной групп числа 
Ч, - а. а- 4, - съ. 10". Изъ формулы (1) видно, что й. =с.. 
Такимъ образомъ, мы получимъ вообще 


а й;: == С:—1. 
Отсюда слфдуетъ, что 


р.. 10*-а.а, =а. а, 10°. {те (27: еф1 -Р Ш, - 64): 10... 


8 Не т: 69—11 + ПТ: --1. ба -Ё о Е 7": —1--1 - в) у (105): -1] Е 
+ 10* . [5-е (со ис, +в). 10°... 


(С. ва -Н (Е с;_2. ва) . (10*)7—2] . 


Если } = ©, то у = ю и = о. Въ этомъ случаф лЪвая 


часть послфдняго равенства обратится въ А’, (а.а%, 4,), а правая 
часть въ лфворасположенный рядъ 


@. (АЛ ЛО. , 


ПослЪдн!Й рядъ и есть тотъ лфворасположенный рядъ, кото- 
рый соотвфтствуетъ дроби 


$ Въ самомъ дЪлЪ, 


а. (АЛЛА...) _ а 


ее В 
Пусть 


а 
гдЪ М есть доперодическая часть дроби — 


а Л№—пер!одъ. Тогда 


а. (ЕКА...) = М. 10+ М- М. 
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Но правая часть этого равенства при А = с обращается, по опре- 


: : а 
дфленю, въ лворасположенный рядъ, соотвфтствующ!й дроби — - 


| 


| а 
Такимъ образомъ, опредфлен!е частнаго —— по этому методу 


(, 


заключаетъ въ себЪ слЪдующи задачи: 
1) опредфлене чиселъ ау и 4; 


2) вычислене ряда А, (а.а, 4.) до тЬхь поръ, пока не 
’ обнаружится перодичность его; 


3) опредфлене по данному лЪвому ряду частнаго т. 
Раздфлимъ, напримфръ, 83501234 на 49. 

1) 44 =5, р=1 и, такимъ образомъ, а. @& = 83501234. 
2) опредфлимъ А’ (83501234, 5) по схем таблицы 18; 


... 95102040816326530612244897959183673469387753397934 |5 — | 
‚..2 244 311321 3 1122443424 413312341433228350123 | 
253412 


Изъ дальнфйшаго хода операши видно, что перодъ содержитъ 42 
цифры. Отсчитывая 42 цифры съ конца, мы получимъ до-пер!одичес- 
кую группу. Такъ какъ перюдъ оканчивается цифрами ... 02040, то 
сразу пишемъ пер!одъ: 


(816326530612244897959183673469387755102040). 


3) Ц%лое частное получается вычитанемъ: 


55102040 
_ 53397934 


1704106. 


Конечно, безконечное умножен!е не можетъ быть разсматри- 
ваемо, какъ практическй пр!емъ, могушИй во всфхъ случаяхъ замЪ- | 
нить остальные методы дфленя. Въ цфляхъ приближенныхъ вычи- 
сленй этотъ премъ мало пригоденъ. | 


Отмфтимъ еще, что безконечное умножене весьма упрощаетъ 


вычисленя, если извфстно, что дфлен!е должно совершиться В 
безъ остатка. 
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Пусть натуральное число а дфлится безъ остатка на нату- 
ральное число 6, простое относительно 10. Если частное отъ дфле- 
ня а на 6 есть натуральное число с, то можно положить: 


т =е-1-0, (9). 


Пусть число цифръ числа с есть 4; тогда первыя 4 цифръ лЪво- 


а 
расположеннаго ряда, соотвЪтствующаго дроби —-› составляютъ 


|, 
9 
число, равное 10`°— с. ДЪйствительно, обозначая число, составленное 
изъ первыхъ 4 цифръ разсматриваемаго ряда, черезъ 4, а, 4: ... 4%, 
мы будемъ по опредфленю имФть: 


4.4. а,... а, = 10*-1— (с—1) = 10'— с. 
Отсюда слФдуетъ, что 
Сс = 107 — 4,44. ... 4. 


Такимъ образомъ, для опредфленя частнаго с достаточно вы- 
числить 4 первыхъ цифръ ряда А, (/к.а, 4,). Дополненше найден- 
наго числа равно с. Такъ какъ при этомъ вычисляются лишь 4 цифръ 
ряда, то достаточно взять лишь д цифръ числа №.а въ качествЪ 
множимаго безконечнаго умноженя и 4 цифръ числа 4, въ ка- 
чествь множителя безконечнаго умноженй. 

Пустъ, напримфръ, извЪстно, что 56756445 дфлится на 112389. 
Въ этомъ случаф А =1, 4, =11239, №.а = 56756445. Такъ какъ 
искомое частное ‘должно быть числомъ трехзначнымъ, то множи- 
мымъ безконечнаго умноженя будетъ число 445, а множителемъ 
безконечнаго умножен!я — число 239. Совершимъ безконечное умно- 
жене по схемЪ таблицы 16: 

Табл. 20. 


239 


Число 4, 4, 4 = 495, а дополнене числа 495 равно 505. Такимъ 


образомъ: 
06756445 


115389 = 505. 
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$ 20. Частные случаи. 


1. Обращен!е 1], въ десятичную дробь. 
1-ый пр!емъ. — Методъ безконечнаго дфлен1я. 


Дробь т можно обратить въ десятичную по методу безко- 
нечнаго дфленя. Въ этомъ случаф 4, = 5. Вычисленя можно рас- 
положить по схемф таблицы 13. 


Табл. 21. 


142857... 


ИИ 
214230 


2-ой пр!емъ.— Методъ Фонтеса. 


Такъ какъ 10==2 (тоа 7), то 4 = 14, В=2, с=2. 


- Табл. 22. 


14... .14 
х2. .. .98 
х2. .....56 
ры > 


142857... 


Можно воспользоваться соотношенемъ 103=—1 (тоа 7). 
Въ этомъ случаЪ д = 143, В =3, с= —Ти вычислеше перюда 
можно привести къ вычитан!ю: | 


— 143000 
000143_ 
142857. 
П. Дълен!е на 9. 


1-ый пр!емъ.— Обыкновенное дЪлен!е. 


Прежде всего замфтимъ, что при обыкновенномъ процесс 
дфленя на однозначныя числа можно сократить запись, пользуясь 
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слфдующимъ расположенемъ вычисленй, сходнымъ съ расположе- 
щемъ вычислен!й въ русскихъ рукописяхъ ХУП-го столЪт!я (см. 5 4). 
Раздълимъ 857316 на 9: 
Табл. 23. 


426 6 3 (остатокъ). 


о 
857316 


9525 7 (частное). 


ДЪлимъ 85 на 9; получаемъ въ частномъ 9 и въ остаткЪ 4; 9 пи- 
шемъ подъ 5, а 4 пишемъ сверху. ДЪлимъ 47 на 9 и т. д. Полу- 
чаемъ въ частномъ 95257 и въ остаткф 3. . | 


2-ой пр1емъ.— ДЪлен{е на 9 при помощи сложен!я. 


Такъ какъ 


1 
9 — 0, (1), 


то 
[1 Я [41 [4 
9 — 10 + 100 + 1000 "`` 


Табл." 24.” 


897316 :9 = 


85731,6 
8573,16 
857,316. 
85,7316 
8,57316 
0,857316 


95257,238 ... 


3-1й пр!емъ.— ДЪлен{е на 9 по способу сложен{я 
цифръ дЗлимаго. 


Н$которые авторы 3?) предлагають прим$нять формулу: 


ее ИННЫ + 
азс а-+10. (ао - 100.(а- 6) + 1000-а, 


6 
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ый 


которая является слЪдствемъ (1) формулы 85 11. 


Дфйствительно: 
абсае 
= 1000. а- (а- 5). 100 (а 5+ с). 10-+ (а 6-е а)+ 
асе а-е , 
р 9 


- Прим$няя этотъ премъ къ данному прим$ру, получимъ: 


Табл. 25. 
815-7-3+1--6 = 30 | Дробь 3 
(3) 8-5 -7+3-1 = 27 | Единицы 7 
(2 +8 -+5-7-+3 = 25 | Десятки 5 
(2) +8 +57 = 22 | Сотни 2 
(2) +8-5 = 15 | Тысячи 5 
(ПЗ = 9 | Десятки тысячъ 9 


95257, (3) 


4-ый пр!емъ.— ДЪлен!е на 9 по методу Фонтеса. 


3-й премъ’ значительно упрощается, если его примфнять въ 
обратномъ направлении. Для этого надо воспользоваться дфлешемъ 
Фонтеса. 


Табл. 26. 

8 

5 13 

7 20 

3 23 

1 24 
30 

в 30 


95257, 3 
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5-ый пр1емъ. — Дополнительное дЪлен{е. 


Съ усп$хомъ можно пользоваться дополнительнымъ дфленемъ. 
При этомъ можно вычисленя расположить по схемф таблицы 23. 


Табл. 27. 


4 20 6 3 (остатокъ) 


731 
5 2 09 7 (частное). 


Но только въ этомъ случаЪф остатки 4, 2, 5, 6, 3 получаются сло- 
жен!емъ цифръ частнаго 9, 5, 2, 5, 7 со стоящими надъ ними циф- 
рами д$лимаго: 5, 7, 3, 1, 6. 

Дфлимъ 85 на 9, получаемъ въ частномъ 9; 9-5 = 14; по- 
этому первый остатокъ равенъ 4 ит. д. 


6-ой пр!емъ. Безконечное дЪлен!е. 


Этотъ премъ въ данномъ случаф совпадаетъ съ 4-мъ пр!емомъ. 


7-ой пр!емъ. — Безконечное умножен!е. 


Можно примфнить безконечное умножене. При этомъ удобно 
предварительно вычесть изъ дфлимаго остатокъ отъ дфленя его на 
9, а затЬмъ воспользоваться схемой вычисленя, представленной на 
таблиц 20. Такъ, 857316 при дфленми на 9 даетъ въ остаткЪ 3. 
Совершая безконечное умножене числа 857313 на 1, получаемъ 
безконечное произведене... 04743. Его дополнене есть 95257. 


Табл. 28. 
04743 
85731 


952057 


ПРИМЬЧАНЯ 


1) Какъ вычитае. такъ и сложене можно производить слфва на 
право. Такъ именно и производили вычитане въ средне вЪка, несмотря на 
явныя неудобства этого према. Петръ Рамусъ еще во вторую половину 
ХУ столЪИя пользуется этимъ методомъ. 


2) Леонардъ Фибоначчи изъ Пизы издалъ въ 1202 году сочиненше 
на латинскомъ языкЪ [1Бег аЪБас!. Эта книга представляетъ изъ себя трак- 
тать по ариеметикЪ и алгебрЪ и содержитъ въ себЪ все, что знали по этимъ 
наукамъ въ то время. 


3) Сочинеше Пач1оли (Рас!ио!0о) Зитта 4е Аг{те{са издано 
въ Венещи въ 1494 г. 


3) Энциклопед!я математическихъ наукъ ([.’Епсус1оре41е 4е$ 


Зс1епсез Ма{Лета{1аце$ |1, р. 196). См. статью Р. Мемке и М. д’Окань, 


Числовой счетъ (К. МепшКе её М. 4’ Осарпе, Са!сц!$ пите1дие$). 
Въ этой стать обсуждаются н%Фкоторые вопросы, затронутые въ нашей книгф$. 
Тамъ же читатель найдетъ множество библюграфическихъ и историческихъ 
справокъ. 


5) О методическомъ умножен!и и премЪ подвижного множителя смотри 
сочинене Ж. Фурье, Анализъ опредЪъленныхъ уравнений. (). В. 4}. Еоц- 
пег, Апа|узе 4ез ёацаНопз ав{егт1пеез, Раг!$ 1830). Легче достать 
нЪмецкй переводъ этого сочиненя подъ заглавемъ: О1е АиЙбзипр 4ег 
Без{1шт{4еп С1е1свипреп, редактированный и снабженный примфчан!ями 
Альфредомъ Лёви (Ге!р21= 1902, Оз${\а!4’$ К1азз1{Кег ег ехасеп 
\ 15$ 5еп с ПаЦеп Мг. 127). 


Приемъ этоть Фурье устанавливаетъ для вычислешя поправокъ при 
методическомъ дфлени. Упомянутая книга Фурье является такимъ же класси- 
ческимъ сочиненшемъ, знаменующимъ собою важный этапъ въ области числен- 
наго счета, каковыми были до нея: Введен1е въ ариеметику Никомаха 
{М№М1сотасЬ! Сегазеп! Ру{Пароге! 1п{1годисНоп!$ аг В теНнеае г! 


85. 


Чио), Ариеметика Альхуаризми, Та!К1$ Ибнъ-Албанны, Г1Бег афас! 
Леонарда Фибоначчи, Зитшта 4е Аги|тейса Луки Пач!оли, Кар- 
Чо|ор1ае 116 Ацо Непера. 


6) Я. Люротъ, Лекщи по числовому счету (О-г /}. Гаго\ёВ, 
Уоезипреп йБег питег!зспе$ Кесппеп, Ге!р215х 1900). Начальныя 
главы этой книги посвящены теор!и четырехъ ариеметическихъ дЪйствИЙ. 


7) Подробныя историческмя свЪдфшя читатель можетъ найти въ сочи- 
ненми М. Кантора, Лекщи по истор!и математики. (М. Сатфог, \Уог- 
1езипреп йБег Сезсн!с{е 4ег Ма{етайНК). Можно рекомендовать 
также популярную Истор!ю элементарной математики Ф. Кэджори, 
переведенную на руссюй языкъ (Ма{1е$1$, Одесса 1910). 


8) См. сочинеше Ф. Мартель, Пр!емы быстраго счета, С.П.Б. 
1909. Въ этой книг читатель найдеть множество указан, какъ относи- 
тельно пр!емовъ, облегчающихъ выполнене четырехъ ариеметическихъ дЪй- 
ств!Й, такъ и относительно методовъ преподаван!я этихъ премовъ въ школф. 
Къ недостаткамъ этой книги надо отнести чрезмфрное увлечен!е автора 
искусственными пр!емами и пренебрежене такими общими методами, какъ 
напримфръ, методическое умножен!е и дополнительное дфлен!е. 


9) О различныхъ методахъ умножен!я смотри сочинен!я: Е. Люкасъ, 
Теор!я чиселъ. (Е. Сисаз, ТПеог!е Ч4ез пошЬгез, Раг!$ 1891); А. Л. 
Коши, Сочинен{я (А. Г.. Саиспу, Оецугез (1) 5, Раг!$ 1885); Ж. Берт- 
венъ, Элементы дополнительной ариеметики (]. /]. Ц. Вег{Пеу!т, 
Еётепз 4’аг инте Наце$ сотр! етеп4а1те, Раг!$ 1823). 


10) Мухаммедъ ибнъ-Муса Альхуаризми жилъ въ царствован!и 
Аль-Мамуна (813—833 п. Р. Х.). ИзвЪстенъ латинсюй переводъ его арие- 
метики, подъ заглав!емъ: А1рог!{т! 4е питего 1п4огит. 


1) См. соч. В. В. Бобынина, Очерки истор{и развит!я физико- 
математическихъ знан!й въ Росси. Вып. |, Москва 1886. 


12) Ап1с1и$ Мап!1и$ ВоёНи$ (480—524 п.Р.Х.). Ему принадлежатъ со- 
чиненя [п5{{иНо Аг{Итейса и Геометрия. Первая изъ этихъ книгъ явля- 
ется переводомъ 1п1{годис Ио Аг {Нтейса Никомаха. 


13) СегБег орега та{Петайса, еа М. ВиБпом, ВегИп 1899, р. 
8-22. См. также сочинене Н. Бубновъ, Ариеметическая самосто- 
ятельность европейской культуры, К1евъ 1908. 


11) См. Апа|. 4. ед. 4е. р. 188 и далЪе. 
15) См. Уог. ИБег пит, Весё. р. 38—55. 
16) См. К. Асаа. зс. Раг!$, 11 (1840), р. 847. 


86 


17) }. Роп4ёз, биг 1а 11101 агиВтеНаие (роз ЬИИё 4е Та 
зирргез$1оп 4е сей&е орега{ оп). 


(А$$. Ц. ауапс. 21 (Рац), 18923, р. 182). 


18) Приблизительно въ такомъ видЪ излагается теоря признаковъ дЪ- 
лимости въ сочиненяхъ Г.'а Ъё Е. СеЙп: Тга{6 9’ Аг теНдие 616 теп- 
{а1ге. Раг!$ 1902; Сагас{ёге$ 4е Ч\у151ь1Ив, Раг!$ 1894. Свойствъ про- 
изводящихь множителей и способовъ ихъ вычисленя. Е. СеЙп не излЪ- 
дуетъ. См. также замфтку автора въ №№ 503 —504. журнала „В. Оп. Ф. и 
Эл. Мат.* 


19) См. статьи автора подъ заглавемъ О пер!одическихъ дробяхъ 
въ №№ 467—468, 485--486 журнала В. Оп. Ф. и Эл. Мат. Въ сжатомъ и 
неполномъ видЪ н5которыя идеи предлагаемаго сочиненя содержатся въ 
брошюрЪ автора О дЪлен!и (Могилевъ-Под. 1909). 


_20) Е. Гисаз, Тиёойе 4ез иотЬгез 1, Раг!$ 1891, р. 178. На этой 
страниц мы встрчаемъ слфдующее: 


„ПримЪръ \У1. 
„ДЪлевше цфлаго числа на 19. 


„Правило дъленя /(х) на х-—{ прилагаемъ къ случаю, когда х=10. 

Такимъ образомъ сразу получаемъ: 

1018 — 1 

а 51263'1151718914713168421. 
„Каждая цифра составляетъь половину предшествующей, или половину пред- 
„шествующей, сложенной съ 10, если предшествующее дБленйе давало въ 
„остаткЪ 1; въ послднемъ случаф мы этотъ остатокъ обозначаемъ малень- 
„кой цифрой 1, поставленной сверху слВва. Такимъ же образомъ, полагая 
„х=102, 103, 10%,...и вычисляя группами по двЪ, три и т. д. цифры, по- 
„лучимъ: 


198 — 
ог — 502511256281407103151175 ... 


„ИзвЪстны также премы быстраго дфленя на 29, 39, 49,..., 299, 399, ...“ 


21) Вопросы, связанные съ теор!ей четырехъ дЪйств!Й съ числами ра- 
щональными, получаютъ въ нёкоторыхъ случаяхъ весьма простыя ршенЯя, 
если глубже вникнутъ въ свойства лфворасположеннаго пер!одическаго деся- 
тичнаго ряда. ЗдЪсь мы совершенно не касаемся теори этихъ симвотовъ, кото- 
рые могутъ быть разсматриваемы, какъ числа особаго рода, находящяся въ 
полномъ соотвфтств1и съ относительными рашональными числами. Эскизъ этой 
теор!и читатель сможетъ найти въ статьф автора ДЪйств1я съ пер!оди- 
ческими дробями“ (В. Оп. Ф. и Эл. М. № 514, 1910 г.). Мы вернемся 
къ этимъ вопросамъ во второй части нашего труда. 


22) См. соч. Ф. Мартеля, Пр1емы быстраго счета, а также Л. 
Ришара, Быстросчетъ, Москва 1902. Къ сожалфн!ю, эта отрасль арие- 
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метики сдфлалась въ рукахъ нЪкоторыхъ невЪжественныхъ авторовъ предме- 
‚ томъ какого то спорта. И въ послфднее время появилось не мало брошюръ 
и книгъ съ кричащими заглаыями: Быстросчетъ, Скоросчетъ, Само- 
счетъ и т. д. Не доказываетъ ли спросъ на эти изданя, что наши методы 
обучешя счету не достаточны, что классичесюе премы надо усовершен- 
ствовать ? 


20/1 1912 г. 


Могилевъ-Подольскъ. А. Филнииов5. 
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